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Introduccién y notaciones

Notamos 2 = R?, 225(Q) las medidas de probabilidades con segundo
momento finito y dyy(+,-) la distancia de Kantorovitch-Rubinstein para
p = 2, llamada distancia de Wasserstein en la literatura.

Las semanas pasadas, vimos maneras de definir gradientes de funciones de
medidas.
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Introduccién y notaciones

Notamos 2 = R?, 225(Q) las medidas de probabilidades con segundo
momento finito y dyy(+,-) la distancia de Kantorovitch-Rubinstein para
p = 2, llamada distancia de Wasserstein en la literatura.

Las semanas pasadas, vimos maneras de definir gradientes de funciones de
medidas.

e Juegan el papel de linealizacién para obtener una representacion local.

e Usan la geometria del espacio subyacente (espacio vectorial,
geodesico...)

Hoy vamos a ver que para cierto tipo de ecuacién, no es necesario conocer
tanta informacion.
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Definiciones
0e0000

Motivacion

Consideramos una ecuacién de Hamilton-Jacobi (HJ) de "tipo eikonal", es
decir

—owu(t,z) + H (x, |Vu(t,x)|) =0, w(T,z) = J(x).
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0e0000

Motivacion

Consideramos una ecuacién de Hamilton-Jacobi (HJ) de "tipo eikonal", es
decir

—8tu(t,$)—|—H(:E,‘VU(t,ZI))|) =0, U(T,."L‘) :3(1")
Ejemplos clasicos del Hamiltonian H son
2

H(a:,r):r, H(x,r):%—V(x)

donde V' es un potencial en una interpretacién fisica.
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decir

—8tu(t,$)—|—H(:E,‘VU(t,ZI))|) =0, U(T,."L‘) :3(1")
Ejemplos clasicos del Hamiltonian H son

2
H(er)=r,  H(@,r) =5 -V()
donde V' es un potencial en una interpretacién fisica.

e Ecuacidénes de mocién de frontera o de minimisacién de camino.
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Definiciones
0e0000

Motivacion

Consideramos una ecuacién de Hamilton-Jacobi (HJ) de "tipo eikonal", es
decir

—8tu(t,$)+H(:E,‘VU(t,ZI))|) =0, U(T,."L‘) :3(1")
Ejemplos clasicos del Hamiltonian H son

2
r
H('CC7T):T7 H(x,r):?—V(a:)
donde V' es un potencial en una interpretacién fisica.
e Ecuacidénes de mocién de frontera o de minimisacién de camino.

e No es necesario conocer la direccién del gradiente, sélo su norma.
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Definiciones
[e]e] lele]e]

Definiciéon

Sea (X, d) un espacio metrico.

Def 1 La pendiente métrica de una funcién v : X — R en un
punto x € X se define como

i 11w — @)
IDue)| = im =75
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Definiciéon

Sea (X, d) un espacio metrico.

Def 1 La pendiente métrica de una funcién v : X — R en un
punto x € X se define como

i 11w — @)
IDue)| = im =75

También se pueden introducir

‘Diu(x)‘ = yIIEc W, ay = max(0, +a).
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Definiciones
[e]e] lele]e]

Definiciéon

Sea (X, d) un espacio metrico.

Def 1 La pendiente métrica de una funcién v : X — R en un
punto x € X se define como

i 11w — @)
IDue)| = im =75

También se pueden introducir

|D*u(a)] = Tim W) —ul))s

Jim (5. 7) , ay = max(0, +a).

E Varios trabajos consideran soluciones de viscosidad en espacios
métricos, por ejemplo [GNT08, HK15, GS15a, GS15b, GHN15].
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Definiciones
[e]e]e] le]e]

Ejemplos en espacios Euclidianos

Caso suave #* Si f:RY = Res C!, tenemos

i [f(y) = f(@)]
v d(y, )
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Ejemplos en espacios Euclidianos

Caso suave #* Si f:RY = Res C!, tenemos

vz d(y,T) 50 sV f(z)]

+0 (1)
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Ejemplos en espacios Euclidianos

Caso suave #* Si f:RY = Res C!, tenemos

vz d(y,T) 50 sV f(z)]

+0=[Vf(z)|. (1)
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Definiciones
[e]e]e] le]e]

Ejemplos en espacios Euclidianos

Caso suave #* Si f:RY = Res C!, tenemos

—|f(y) = f@)] _ = [Vf(2),sVF@)] | o _ .
ylinw d(y,x) _s|—>0 |sV f(z)] +0=Vf@)l. (1)

Sea X = R* con d(z,y) = |z —yl, y la funcién

f:Rt = R, f(z) = min {d(z,27") | i e N}.
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Definiciones
[e]e]e] le]e]

Ejemplos en espacios Euclidianos

Caso suave #* Si f:RY = Res C!, tenemos

1) = F@)] _ o (@), 5V (@)

lim

y—x d(y, ) 550 |sV f(z)] =[V/@)]. 1)

Sea X = R* con d(z,y) = |z —yl, y la funcién
f:Rt = R, f(:v)—mln{de ‘ZEN}

Entonces f es 1-Lipschitz, pero limp o V@=JOI 1 existe. Sin embargo,

tenemos 1 .
DO = DO =5, |[D7F0)] =
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Definiciones
0000e0

Ejemplo lineal suave

Para X = Z25(2), sea w: p— (€, ) con £ € C (4 R).
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Definiciones
0000e0

Ejemplo lineal suave

Para X = P5(Q), sea u: u— (£, u) con £ € C°(Q2;R). Notamos que

IVl

2
5 ly —z|”.

[0(y) = £(z)] < [VE(z)[ |y — 2| +
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Definiciones
0000e0

Ejemplo lineal suave

Para X = P5(Q), sea u: u— (£, u) con £ € C°(Q2;R). Notamos que

IVl

[6(y) — U2)| < V)| ly — 2] + 7

ly — .

Usando Cauchy-Schwarz, para p,v € P5(Q),

2
(6} — ()] < \/ [ vt dntu) + I )
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Ejemplo lineal suave

Para X = P5(Q), sea u: u— (£, u) con £ € C°(Q2;R). Notamos que

V2|0
5 ly

[0(y) = £(z)] < [VE(z)[ |y — 2| +

2
—x|°.

Usando Cauchy-Schwarz, para p,v € P5(Q),

2
(6} — ()] < \/ [ vt dntu) + I )

2

Sigue que [Du(y1)| </ f,cq [V0@) du(z) = |90 3
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Definiciones
0000e0

Ejemplo lineal suave

Para X = P5(Q), sea u: u— (£, u) con £ € C°(Q2;R). Notamos que

V2|0
5 ly

[0(y) = £(z)] < [VE(z)[ |y — 2| +

2
—x|°.

Usando Cauchy-Schwarz, para p,v € P5(Q),

2
(6} — ()] < \/ [ vt dntu) + I )

2

Sigue que |Du(u \/fl‘EQ V() * dp(z) = IV{]| 2. Por otro lado, a
lo largo de p; == (zd + tV ) #pu,

v2/
() = {618 = 190 gyl ) — 2 8, )
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Definiciones
0000e0

Ejemplo lineal suave

Para X = P5(Q), sea u: u— (£, u) con £ € C°(Q2;R). Notamos que

V2|0
5 ly

[0(y) = £(z)] < [VE(z)[ |y — 2| +

2
—x|°.

Usando Cauchy-Schwarz, para p,v € P5(Q),

2
(6} — ()] < \/ [ vt dntu) + I )

2

Sigue que |Du(u \/fl‘EQ V() * dp(z) = IV{]| 2. Por otro lado, a
lo largo de p; == (zd + tV ) #pu,

v2/
() = {618 = 190 gyl ) — 2 8, )

Concluimos que [Du(p)| = [|[V{] 12
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Definiciones
00000e

Ejemplo de la distancia

Consideramos 0 € Z25(Q) y u: p— dyy(u, o).
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Definiciones
00000e

Ejemplo de la distancia

Consideramos 0 € Z25(Q) y u : u — dyw(u, o). Entonces

[u(v) —u(p)| = ldw(v, o) — dw(p, o) < dw(v, p).
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Definiciones
00000e

Ejemplo de la distancia

Consideramos 0 € Z25(Q) y u : u — dyw(u, o). Entonces
‘u(l/) - u(,u)| = ‘dW(V7 U) - dW(,U,, U)| < dW(Vv /'L)
Tomando n € T'y(,0) y la curva vy := ((1 — t)my + tmy) #n,

u(p) = uve) = dw (s, @) — (1= )dw (11, )
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Definiciones
00000e

Ejemplo de la distancia

Consideramos 0 € Z25(Q) y u : u — dyw(u, o). Entonces
‘u(l/) - u(,u)| = ‘dW(V7 U) - dW(,U,, U)| < dW(Vv /'L)
Tomando n € T'y(,0) y la curva vy := ((1 — t)my + tmy) #n,

U(H) - U(Vt) = dW(N)G) - (1 - t)dW(:u’v U) = tdw(,u,, U)
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Definiciones
00000e

Ejemplo de la distancia

Consideramos 0 € Z25(Q) y u : u — dyw(u, o). Entonces
‘u(l/) - u(,u)| = ‘dW(V7 U) - dW(,U,, U)| < dW(Vv /'L)
Tomando n € T'y(,0) y la curva vy := ((1 — t)my + tmy) #n,

u(p) — uw(ve) = dw(p, o) — (1 = t)dw(p, o) = tdw(p, o) = dw(p, v).
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Definiciones
00000e

Ejemplo de la distancia

Consideramos 0 € Z25(Q) y u : u — dyw(u, o). Entonces
‘u(l/) - u(,u)| = ‘dW(V7 U) - dW(,U,, U)| < dW(Vv /'L)
Tomando n € T'y(,0) y la curva vy := ((1 — t)my + tmy) #n,

u(p) — uw(ve) = dw(p, o) — (1 = t)dw(p, o) = tdw(p, o) = dw(p, v).

Entonces |Du(u)| = 1.
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Definiciones
00000e

Ejemplo de la distancia

Consideramos 0 € Z25(Q) y u : u — dyw(u, o). Entonces
[u(v) —u(p)| = ldw(v, o) — dw(p, o) < dw(v, p).
Tomando n € T'y(,0) y la curva vy := ((1 — t)my + tmy) #n,
u(p) — u(ve) = dw(p, o) — (1 = t)dw(p, o) = tdw(p, o) = dw(p, v).
Entonces |Du(y)| = 1. Para cualquier ¢ € C! (R*;R*), tenemos

[p(u()) — p(u(p)|
Vllnﬂ dw (v, ) =l

’|Du ]+0—}<,0 )‘
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Definiciones
00000e

Ejemplo de la distancia

Consideramos 0 € Z25(Q) y u : u — dyw(u, o). Entonces
[u(v) —u(p)| = ldw(v, o) — dw(p, o) < dw(v, p).
Tomando n € T'y(,0) y la curva vy := ((1 — t)my + tmy) #n,
u(p) — u(ve) = dw(p, o) — (1 = t)dw(p, o) = tdw(p, o) = dw(p, v).
Entonces |Du(y)| = 1. Para cualquier ¢ € C! (R*;R*), tenemos

i () — o(u(p))|
V=i dw(V, ,LL)

= |/ (w(p)) ] 1Du(p)] +0 = |/ (w(p))] -

Remark Las funciones radiales son sencillas para la pendiente métrica, al
contrario de la L-diferenciabilidad o el gradiente de Wasserstein.
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Comparacién sobre un caso particular
[ eJelele]
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Averil Prost El D en EDP (6/6) 9/17



Comparacién sobre un caso particular
(o] lele]e]

Previamente

e La diferenciabilidad enoel sentido de distribuciones usa variaciones al
lado de soluciones (s ™) (0,4 de

Ostts + div (usVp) =0, o = i, p € CX (4 R).
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Comparacién sobre un caso particular
(o] lele]e]

Previamente

e La diferenciabilidad enoel sentido de distribuciones usa variaciones al
lado de soluciones (s ™) (0,4 de

Ostts + div (usVp) =0, o = i, p € CX (4 R).

e La L-diferenciabilidad es equivalente a la Wasserstein-diferenciabilidad.

e El gradiente de Wasserstein pertenece a Tan, %% (Q) C L7 (€ T9Q), y
representa localmente las variaciones de una funcién u : Z»(2) - R
con la siguiente linealizacion, donde 1 € T'y(u, v):

u(v) — u(y) = / (Vo). y = a) dnfe.y) + o (dyy(1.)).
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Comparacién sobre un caso particular
(o] lele]e]

Previamente

e La diferenciabilidad enoel sentido de distribuciones usa variaciones al
lado de soluciones (s ™) (0,4 de

Ostts + div (usVp) =0, o = i, p € CX (4 R).

e La L-diferenciabilidad es equivalente a la Wasserstein-diferenciabilidad.

e El gradiente de Wasserstein pertenece a Tan, %% (Q) C L7 (€ T9Q), y
representa localmente las variaciones de una funcién u : Z»(2) - R
con la siguiente linealizacion, donde 1 € T'y(u, v):

u(v) — u(y) = / (Vo). y = a) dnfe.y) + o (dyy(1.)).

[ ¢ Existe una generalizacién de (1) con estas definiciones? ]
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Comparacién sobre un caso particular
[e]e] Tele]

Dos primeros casos

Por el gradiente de Wasserstein, el mismo calculo que en el caso Euclidiano

implica
T [u() — ()

v—=u dy(p, v) - |VWU(M)‘L;2/
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Comparacién sobre un caso particular
[e]e] Tele]

Dos primeros casos

Por el gradiente de Wasserstein, el mismo calculo que en el caso Euclidiano

implica
T [u() — ()

v—=u dy(p, v) - |VWU(M)‘L;2/

0 ., .,
Notamos que cada curva (uk ’p)se[(),t] solucién de una ecuacién de
continuidad con p € C2° se aproxima al orden 1 por la curva

fis = (id + sVp)Ftpo = exp,, (s - Vp#io) -
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Comparacién sobre un caso particular
[e]e] Tele]

Dos primeros casos

Por el gradiente de Wasserstein, el mismo calculo que en el caso Euclidiano

implica
T [u() — ()

v—=u dy(p, v) - |VWU(M)‘L3'

0 ., .,
Notamos que cada curva (uk ’p)se[o,t] solucién de una ecuacién de
continuidad con p € C2° se aproxima al orden 1 por la curva

fis = (id + sVp)Ftpo = exp,, (s - Vp#io) -

Ademas, sabemos que Vp#ig € Tan, ().
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Comparacién sobre un caso particular
[e]ele] o]

Con el cono tangente regular

Tomamos 2 = R con

1 1
uozéo, o= 551—{—55,1, u:d%\;(-,a).
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Comparacién sobre un caso particular
[e]ele] o]

Con el cono tangente regular

Tomamos 2 = R con
1 1
uozéo, o= 551—{—55,1, u:d%\;(-,a).

Vimos con las reglas de calculo que |Du(u)| = 2dyw(p, o).
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Comparacién sobre un caso particular
[e]ele] o]

Con el cono tangente regular

Tomamos 2 = R con
1 1
uozéo, o= 551—{—55,1, u:d%\;(-,a).

Vimos con las reglas de calculo que |Du(u)| = 2dyw(p, o).
Sea s > 15 = exp, (s - §) = dsg(0) Para § € Tany,.

Averil Prost El D en EDP (6/6) 12 /17



Comparacién sobre un caso particular
[e]ele] o]

Con el cono tangente regular

Tomamos 2 = R con
1 1
uozéo, o= 551—{—55,1, u:d%\;(-,a).

Vimos con las reglas de calculo que |Du(u)| = 2dyw(p, o).
Sea s > 15 = exp, (s - &) = d4¢(0) para £ € Tan,. Para s pequefio,

|s€(0) — 1J° + [s£(0) + 17

Bylexpy(s - €),a) = .
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Comparacién sobre un caso particular
[e]ele] o]

Con el cono tangente regular

Tomamos 2 = R con
1 1
uozéo, o= 551—{—55,1, u:d%\;(-,a).

Vimos con las reglas de calculo que |Du(u)| = 2dyw(p, o).
Sea s > 15 = exp, (s - &) = d4¢(0) para £ € Tan,. Para s pequefio,

[56(0) = 1* +[s6(0) + 1] _

Bylexpy(s - €),a) = . s€(0) +1
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Comparacién sobre un caso particular
[e]ele] o]

Con el cono tangente regular

Tomamos 2 = R con
1 1
uozéo, o= 551—{—55,1, u:d%\;(-,a).

Vimos con las reglas de calculo que |Du(u)| = 2dyw(p, o).
Sea s > 15 = exp, (s - &) = d4¢(0) para £ € Tan,. Para s pequefio,

a2 2
By(exp, (3-€),0) = HOZIHEO T gy 14

= dy (s, 0) = diy (s, p10) + diy (10, 7).
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Comparacién sobre un caso particular
[e]ele] o]

Con el cono tangente regular

Tomamos 2 = R con
1 1
,UJOZ(sO, g = 561‘{‘5671, u:d%\;(,a)

Vimos con las reglas de calculo que |Du(u)| = 2dyw(p, o).
Sea s > 15 = exp, (s - &) = d4¢(0) para £ € Tan,. Para s pequefio,

a2 2
By(exp,(s-€).0) = OO ez 4 4

= dy (s, 0) = diy (s, p10) + diy (10, 7).

En consecuencia,

—|d3, (s, 0) — 3, (120,
sup Tim |y (15, 0) = diy (10, 0)|
€€ Tan, Z5() 550 dy (s, po)

=0.
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Comparacién sobre un caso particular
[ee]e]e] ]

Con el cono tangente generalizado

Recordemos de la altima vez que

- 01—o + 5(,1),0

5 = expgl(a) C O'u(p).
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Comparacién sobre un caso particular
[ee]e]e] ]

Con el cono tangente generalizado

Recordemos de la altima vez que

- 01—o + 5(,1),0

5 = expgl(a) C O'u(p).

Usando [Gig08, Prop 4.10], para cualquier ¢ € Tan,Z%>({2) tenemos

u(exp,(s- Q) ~ulp) = =25 swp [ (ww)dn+o(s)
T]EFH(&C) (mvv’w)
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Comparacién sobre un caso particular
[ee]e]e] ]

Con el cono tangente generalizado

Recordemos de la altima vez que

- 01—o + 5(,1),0

5 = expgl(a) C O'u(p).

Usando [Gig08, Prop 4.10], para cualquier ¢ € Tan,Z%>({2) tenemos

u(exp,(s- Q) ~ulp) = =25 swp [ (ww)dn+o(s)
T]EFH (5»() (mvv’w)

> <2s|glluliCllu+o(s),  conig. si¢=¢.
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Comparacién sobre un caso particular
[ee]e]e] ]

Con el cono tangente generalizado

Recordemos de la altima vez que

- 01—o + 5(,1),0

5 = expgl(a) C O'u(p).

Usando [Gig08, Prop 4.10], para cualquier ¢ € Tan,Z%>({2) tenemos

u(exp,(s- Q) ~ulp) = =25 swp [ (ww)dn+o(s)
T]EFM (5»() (z,v,w)

> <2s|glluliCllu+o(s),  conig. si¢=¢.

Notamos que ||£][, = dw(u,0).
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Comparacién sobre un caso particular
[ee]e]e] ]

Con el cono tangente generalizado

Recordemos de la altima vez que

- 01—o + 5(,1),0

5 = expgl(a) C O'u(p).

Usando [Gig08, Prop 4.10], para cualquier ¢ € Tan,Z%>({2) tenemos

u(exp,(s- Q) ~ulp) = =25 swp [ (ww)dn+o(s)
T]EFM(&C) (z,v,w)

> <2s|glluliCllu+o(s),  conig. si¢=¢.

Notamos que [|£]|,, = dw(u, ). A lo largo de s +— exp,,(s - &),

oy [Pl 6)) = u(f)’ — 2Yj¢l], = 2dyw (1, 0).

SN0 dw(p, expy(s - §)
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Conclusién
[e] Te]e]

De la comparacién anterior, podemos inferir que Tan, %, (€2) tiene mas
sentido geometrico que las otras definiciones.
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Esta linea de argumentacion viene de [AF14], donde se estudia
sistemas de Euler compresible.
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De la comparacién anterior, podemos inferir que Tan, %((2) tiene mas
sentido geometrico que las otras definiciones.

Esta linea de argumentacion viene de [AF14], donde se estudia
sistemas de Euler compresible. La falta de exactitud de la
E representacion impide la transposicién de la prueba de unicidad
de la solucién del caso métrico a la teoria del gradiente de
Wasserstein, o la "teoria de Riemann" tomando de F. Otto.
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0@00

De la comparacién anterior, podemos inferir que Tan, %((2) tiene mas
sentido geometrico que las otras definiciones.

Esta linea de argumentacion viene de [AF14], donde se estudia
sistemas de Euler compresible. La falta de exactitud de la
E representacion impide la transposicién de la prueba de unicidad
de la solucién del caso métrico a la teoria del gradiente de
Wasserstein, o la "teoria de Riemann" tomando de F. Otto.

Sin embargo, el téorema de Brenier asegura que ese tipo de problema no
occure con medidas absolutamente continuas con respecto a la medida de
Lebesgue. Asi, por ejemplo en [FN12], la tactica es de quedarse sobre este

conjunto.
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El ejemplo lineal

Consideramos u : Z5(R%) — R dado por u(p) = (£, ).

Conclusién
[e]e] o]

_ L- Derivada | Derivada Subdif. Subdif.
Distrib. : i
derivada lineal natural regular general
d 0 Suy )y | D 3| 2| g
grad,u(p) | Ouulp) | Fu(us) | Duulp,) | g5, u(p)
W
. VY, Vi#p,
—div (el Ve ¢ Ve sel de 9¢ | 2(Gr(9¢))
distrib”, rten rten rten rten rten
dualidad | P& Z ece | pe Z ece | pe : ece | pe Z ece | pe : ece
con
Cilorm) | BT LR |LRAT)| T2 | T,22(9)
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No continuara

Esta parte

e apertura sobre la teoria en espacios metricos
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No continuara

Esta parte

e apertura sobre la teoria en espacios metricos

e Diferencia entre Tan, y Tan,.

La eleccién de la definiciéon toma en consideracién la facilidad de
manipulacién de la representacién asociada.

Averil Prost El D en EDP (6/6) 17 /17



Conclusién
[e]e]e] )

No continuara

Esta parte

e apertura sobre la teoria en espacios metricos

e Diferencia entre Tan, y Tan,.

La eleccién de la definiciéon toma en consideracién la facilidad de
manipulacién de la representacién asociada.

Preguntas abiertas

e ;Comportamiento de los sub/supdiferenciales usando Tan,, %% (2)?
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No continuara

Esta parte

e apertura sobre la teoria en espacios metricos

e Diferencia entre Tan, y Tan,.
La eleccién de la definicion toma en consideracién la facilidad de
manipulacién de la representacién asociada.
Preguntas abiertas

e ;Comportamiento de los sub/supdiferenciales usando Tan,, %% (2)?

e El estudio de ecuaciones de continuidad impulsadas por campos de
medidas recien empezé ([PR13, Pic19]).
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