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Definiciones Comparación sobre un caso particular Conclusión

Introducción y notaciones

Notamos Ω = Rd, P2(Ω) las medidas de probabilidades con segundo
momento finito y dW(·, ·) la distancia de Kantorovitch-Rubinstein para
p = 2, llamada distancia de Wasserstein en la literatura.

Las semanas pasadas, vimos maneras de definir gradientes de funciones de
medidas.

• Juegan el papel de linealización para obtener una representación local.
• Usan la geometría del espacio subyacente (espacio vectorial,

geodesico...)

Hoy vamos a ver que para cierto tipo de ecuación, no es necesario conocer
tanta información.
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Definiciones Comparación sobre un caso particular Conclusión

Motivación

Consideramos una ecuación de Hamilton-Jacobi (HJ) de "tipo eikonal", es
decir

−∂tu(t, x) +H (x, |∇u(t, x)|) = 0, u(T, x) = J(x).

Ejemplos clásicos del Hamiltonian H son

H(x, r) = r, H(x, r) =
r2

2
− V (x)

donde V es un potencial en una interpretación física.
• Ecuaciónes de moción de frontera o de minimisación de camino.
• No es necesario conocer la dirección del gradiente, sólo su norma.
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Definiciones Comparación sobre un caso particular Conclusión

Definición

Sea (X, d) un espacio metrico.

Def 1 La pendiente métrica de una función u : X → R en un
punto x ∈ X se define como

|Du(x)| := lim
y→x

|u(y)− u(x)|
d(y, x)

.

También se pueden introducir

∣∣D±u(x)
∣∣ := lim

y→x

(u(y)− u(x))±
d(y, x)

, a± = max(0,±a).

[
Varios trabajos consideran soluciones de viscosidad en espacios
métricos, por ejemplo [GNT08, HK15, GŚ15a, GŚ15b, GHN15].
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Definiciones Comparación sobre un caso particular Conclusión

Ejemplos en espacios Euclidianos

Caso suave v Si f : Rd → R es C1, tenemos

lim
y→x

|f(y)− f(x)|
d(y, x)

= lim
s→0

|⟨∇f(x), s∇f(x)⟩|
|s∇f(x)|

+ 0 = |∇f(x)| .

(1)

Sea X = R+ con d(x, y) = |x− y|, y la función

f : R+ → R+, f(x) = min
{
d(x, 2−i)

∣∣ i ∈ N
}
.

Entonces f es 1-Lipschitz, pero limh↘0
|f(x)−f(0)|

|x| no existe. Sin embargo,
tenemos

|Df(0)| =
∣∣D+f(0)

∣∣ = 1

3
,

∣∣D−f(0)
∣∣ = 0.
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Definiciones Comparación sobre un caso particular Conclusión

Ejemplo lineal suave

Para X = P2(Ω), sea u : µ 7→ ⟨ℓ, µ⟩ con ℓ ∈ C∞
c (Ω;R).

Notamos que

|ℓ(y)− ℓ(x)| ⩽ |∇ℓ(x)| |y − x|+ ∥∇2ℓ∥∞
2

|y − x|2 .

Usando Cauchy-Schwarz, para µ, ν ∈ P2(Ω),

|⟨ℓ, ν⟩ − ⟨ℓ, µ⟩| ⩽

√∫
x∈Ω

|∇ℓ(x)|2 dµ(x)dW(µ, ν) +
∥∇2ℓ∥∞

2
d2W(µ, ν).

Sigue que |Du(µ)| ⩽
√∫

x∈Ω |∇ℓ(x)|2 dµ(x) = ∥∇ℓ∥L2
µ
. Por otro lado, a

lo largo de µt := (id+ t∇ℓ)#µ,

⟨ℓ, µt⟩ − ⟨ℓ, µ⟩ = ∥∇ℓ∥L2
µ
dW(µ, µt)−

∥∇2ℓ∥∞
2

d2W(µ, µt).

Concluimos que |Du(µ)| = ∥∇ℓ∥L2
µ
.
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Definiciones Comparación sobre un caso particular Conclusión

Ejemplo de la distancia

Consideramos σ ∈ P2(Ω) y u : µ 7→ dW(µ, σ).

Entonces

|u(ν)− u(µ)| = |dW(ν, σ)− dW(µ, σ)| ⩽ dW(ν, µ).

Tomando η ∈ Γo(µ, σ) y la curva νt := ((1− t)πx + tπy)#η,

u(µ)− u(νt) = dW(µ, σ)− (1− t)dW(µ, σ) = tdW(µ, σ) = dW(µ, νt).

Entonces |Du(µ)| ≡ 1. Para cualquier φ ∈ C1 (R+;R+), tenemos

lim
ν→µ

|φ(u(ν))− φ(u(µ))|
dW(ν, µ)

=
∣∣φ′(u(µ))

∣∣ |Du(µ)|+ 0 =
∣∣φ′(u(µ))

∣∣ .
Remark Las funciones radiales son sencillas para la pendiente métrica, al
contrario de la L-diferenciabilidad o el gradiente de Wasserstein.

Averil Prost El D en EDP (6/6) 8 / 17



Definiciones Comparación sobre un caso particular Conclusión

Ejemplo de la distancia

Consideramos σ ∈ P2(Ω) y u : µ 7→ dW(µ, σ). Entonces

|u(ν)− u(µ)| = |dW(ν, σ)− dW(µ, σ)| ⩽ dW(ν, µ).

Tomando η ∈ Γo(µ, σ) y la curva νt := ((1− t)πx + tπy)#η,

u(µ)− u(νt) = dW(µ, σ)− (1− t)dW(µ, σ) = tdW(µ, σ) = dW(µ, νt).

Entonces |Du(µ)| ≡ 1. Para cualquier φ ∈ C1 (R+;R+), tenemos

lim
ν→µ

|φ(u(ν))− φ(u(µ))|
dW(ν, µ)

=
∣∣φ′(u(µ))

∣∣ |Du(µ)|+ 0 =
∣∣φ′(u(µ))

∣∣ .
Remark Las funciones radiales son sencillas para la pendiente métrica, al
contrario de la L-diferenciabilidad o el gradiente de Wasserstein.

Averil Prost El D en EDP (6/6) 8 / 17



Definiciones Comparación sobre un caso particular Conclusión

Ejemplo de la distancia

Consideramos σ ∈ P2(Ω) y u : µ 7→ dW(µ, σ). Entonces

|u(ν)− u(µ)| = |dW(ν, σ)− dW(µ, σ)| ⩽ dW(ν, µ).

Tomando η ∈ Γo(µ, σ) y la curva νt := ((1− t)πx + tπy)#η,

u(µ)− u(νt) = dW(µ, σ)− (1− t)dW(µ, σ)

= tdW(µ, σ) = dW(µ, νt).

Entonces |Du(µ)| ≡ 1. Para cualquier φ ∈ C1 (R+;R+), tenemos

lim
ν→µ

|φ(u(ν))− φ(u(µ))|
dW(ν, µ)

=
∣∣φ′(u(µ))

∣∣ |Du(µ)|+ 0 =
∣∣φ′(u(µ))

∣∣ .
Remark Las funciones radiales son sencillas para la pendiente métrica, al
contrario de la L-diferenciabilidad o el gradiente de Wasserstein.

Averil Prost El D en EDP (6/6) 8 / 17



Definiciones Comparación sobre un caso particular Conclusión

Ejemplo de la distancia

Consideramos σ ∈ P2(Ω) y u : µ 7→ dW(µ, σ). Entonces

|u(ν)− u(µ)| = |dW(ν, σ)− dW(µ, σ)| ⩽ dW(ν, µ).

Tomando η ∈ Γo(µ, σ) y la curva νt := ((1− t)πx + tπy)#η,

u(µ)− u(νt) = dW(µ, σ)− (1− t)dW(µ, σ) = tdW(µ, σ)

= dW(µ, νt).

Entonces |Du(µ)| ≡ 1. Para cualquier φ ∈ C1 (R+;R+), tenemos

lim
ν→µ

|φ(u(ν))− φ(u(µ))|
dW(ν, µ)

=
∣∣φ′(u(µ))

∣∣ |Du(µ)|+ 0 =
∣∣φ′(u(µ))

∣∣ .
Remark Las funciones radiales son sencillas para la pendiente métrica, al
contrario de la L-diferenciabilidad o el gradiente de Wasserstein.

Averil Prost El D en EDP (6/6) 8 / 17



Definiciones Comparación sobre un caso particular Conclusión

Ejemplo de la distancia

Consideramos σ ∈ P2(Ω) y u : µ 7→ dW(µ, σ). Entonces

|u(ν)− u(µ)| = |dW(ν, σ)− dW(µ, σ)| ⩽ dW(ν, µ).

Tomando η ∈ Γo(µ, σ) y la curva νt := ((1− t)πx + tπy)#η,

u(µ)− u(νt) = dW(µ, σ)− (1− t)dW(µ, σ) = tdW(µ, σ) = dW(µ, νt).

Entonces |Du(µ)| ≡ 1. Para cualquier φ ∈ C1 (R+;R+), tenemos

lim
ν→µ

|φ(u(ν))− φ(u(µ))|
dW(ν, µ)

=
∣∣φ′(u(µ))

∣∣ |Du(µ)|+ 0 =
∣∣φ′(u(µ))

∣∣ .
Remark Las funciones radiales son sencillas para la pendiente métrica, al
contrario de la L-diferenciabilidad o el gradiente de Wasserstein.

Averil Prost El D en EDP (6/6) 8 / 17



Definiciones Comparación sobre un caso particular Conclusión

Ejemplo de la distancia

Consideramos σ ∈ P2(Ω) y u : µ 7→ dW(µ, σ). Entonces

|u(ν)− u(µ)| = |dW(ν, σ)− dW(µ, σ)| ⩽ dW(ν, µ).

Tomando η ∈ Γo(µ, σ) y la curva νt := ((1− t)πx + tπy)#η,

u(µ)− u(νt) = dW(µ, σ)− (1− t)dW(µ, σ) = tdW(µ, σ) = dW(µ, νt).

Entonces |Du(µ)| ≡ 1.

Para cualquier φ ∈ C1 (R+;R+), tenemos

lim
ν→µ

|φ(u(ν))− φ(u(µ))|
dW(ν, µ)

=
∣∣φ′(u(µ))

∣∣ |Du(µ)|+ 0 =
∣∣φ′(u(µ))

∣∣ .
Remark Las funciones radiales son sencillas para la pendiente métrica, al
contrario de la L-diferenciabilidad o el gradiente de Wasserstein.

Averil Prost El D en EDP (6/6) 8 / 17



Definiciones Comparación sobre un caso particular Conclusión

Ejemplo de la distancia

Consideramos σ ∈ P2(Ω) y u : µ 7→ dW(µ, σ). Entonces

|u(ν)− u(µ)| = |dW(ν, σ)− dW(µ, σ)| ⩽ dW(ν, µ).

Tomando η ∈ Γo(µ, σ) y la curva νt := ((1− t)πx + tπy)#η,

u(µ)− u(νt) = dW(µ, σ)− (1− t)dW(µ, σ) = tdW(µ, σ) = dW(µ, νt).

Entonces |Du(µ)| ≡ 1. Para cualquier φ ∈ C1 (R+;R+), tenemos

lim
ν→µ

|φ(u(ν))− φ(u(µ))|
dW(ν, µ)

=
∣∣φ′(u(µ))

∣∣ |Du(µ)|+ 0 =
∣∣φ′(u(µ))

∣∣ .

Remark Las funciones radiales son sencillas para la pendiente métrica, al
contrario de la L-diferenciabilidad o el gradiente de Wasserstein.

Averil Prost El D en EDP (6/6) 8 / 17



Definiciones Comparación sobre un caso particular Conclusión

Ejemplo de la distancia

Consideramos σ ∈ P2(Ω) y u : µ 7→ dW(µ, σ). Entonces

|u(ν)− u(µ)| = |dW(ν, σ)− dW(µ, σ)| ⩽ dW(ν, µ).

Tomando η ∈ Γo(µ, σ) y la curva νt := ((1− t)πx + tπy)#η,

u(µ)− u(νt) = dW(µ, σ)− (1− t)dW(µ, σ) = tdW(µ, σ) = dW(µ, νt).

Entonces |Du(µ)| ≡ 1. Para cualquier φ ∈ C1 (R+;R+), tenemos

lim
ν→µ

|φ(u(ν))− φ(u(µ))|
dW(ν, µ)

=
∣∣φ′(u(µ))

∣∣ |Du(µ)|+ 0 =
∣∣φ′(u(µ))

∣∣ .
Remark Las funciones radiales son sencillas para la pendiente métrica, al
contrario de la L-diferenciabilidad o el gradiente de Wasserstein.

Averil Prost El D en EDP (6/6) 8 / 17



Definiciones Comparación sobre un caso particular Conclusión

Table of Contents

Definiciones

Compatibilidad de la definición métrica con las previas

Conclusión

Averil Prost El D en EDP (6/6) 9 / 17



Definiciones Comparación sobre un caso particular Conclusión

Previamente

• La diferenciabilidad en el sentido de distribuciones usa variaciones al
lado de soluciones (µµ0,p

s )s∈[0,t] de

∂sµs + div (µs∇p) = 0, µ0 = µ0, p ∈ C∞
c (Ω;R).

• La L-diferenciabilidad es equivalente a la Wasserstein-diferenciabilidad.
• El gradiente de Wasserstein pertenece a TanµP2(Ω) ⊂ L2

µ(Ω;TΩ), y
representa localmente las variaciones de una función u : P2(Ω) → R
con la siguiente linealización, donde η ∈ Γo(µ, ν):

u(ν)− u(µ) =

∫
x∈Ω

⟨∇Wu(x), y − x⟩ dη(x, y) + o (dW(µ, ν)) .

¿Existe una generalización de (1) con estas definiciones?
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Definiciones Comparación sobre un caso particular Conclusión

Dos primeros casos

Por el gradiente de Wasserstein, el mismo cálculo que en el caso Euclidiano
implica

lim
ν→µ

|u(ν)− u(µ)|
dW(µ, ν)

= |∇Wu(µ)|L2
µ
.

Notamos que cada curva (µµ0,p
s )s∈[0,t] solución de una ecuación de

continuidad con p ∈ C∞
c se aproxima al orden 1 por la curva

µ̂s := (id+ s∇p)#µ0 = expµ0
(s · ∇p#µ0) .

Además, sabemos que ∇p#µ0 ∈ TanµP2(Ω).
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Definiciones Comparación sobre un caso particular Conclusión

Con el cono tangente regular

Tomamos Ω = R con

µ0 = δ0, σ =
1

2
δ1 +

1

2
δ−1, u = d2W(·, σ).

Vimos con las reglas de cálculo que |Du(µ)| = 2dW(µ, σ).
Sea s 7→ µs := expµ(s · ξ) = δsξ(0) para ξ ∈ Tanµ. Para s pequeño,

d2W(expµ(s · ξ), σ) =
|sξ(0)− 1|2 + |sξ(0) + 1|2

2
= |sξ(0)|2 + 1

=⇒ d2W(µs, σ) = d2W(µs, µ0) + d2W(µ0, σ).

En consecuencia,

sup
ξ∈TanµP2(Ω)

lim
s↘0

∣∣d2W(µs, σ)− d2W(µ0, σ)
∣∣

dW(µs, µ0)
= 0.
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Definiciones Comparación sobre un caso particular Conclusión

Con el cono tangente generalizado

Recordemos de la última vez que

ξ :=
δ1−0 + δ(−1)−0

2
= exp−1

µ (σ) ⊂ ∂·u(µ).

Usando [Gig08, Prop 4.10], para cualquier ζ ∈ TanµP2(Ω) tenemos

u(expµ(s · ζ))− u(µ) = −2s sup
η∈Γµ(ξ,ζ)

∫
(x,v,w)

⟨v, w⟩ dη + o (s)

⩾ −2s∥ξ∥µ∥ζ∥µ + o (s) , con ig. si ζ = ξ.

Notamos que ∥ξ∥µ = dW(µ, σ). A lo largo de s 7→ expµ(s · ξ),

lim
s↘0

∣∣u(expµ(s · ξ))− u(µ)
∣∣

dW(µ, expµ(s · ξ))
= 2∥ξ∥µ = 2dW(µ, σ).
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Definiciones Comparación sobre un caso particular Conclusión

De la comparación anterior, podemos inferir que TanµP2(Ω) tiene más
sentido geometrico que las otras definiciones.

[

Esta línea de argumentación viene de [AF14], donde se estudia
sistemas de Euler compresible.

La falta de exactitud de la
representación impide la transposición de la prueba de unicidad
de la solución del caso métrico a la teoría del gradiente de
Wasserstein, o la "teoría de Riemann" tomando de F. Otto.

Sin embargo, el téorema de Brenier asegura que ese tipo de problema no
occure con medidas absolutamente continuas con respecto a la medida de
Lebesgue. Así, por ejemplo en [FN12], la táctica es de quedarse sobre este
conjunto.
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Sin embargo, el téorema de Brenier asegura que ese tipo de problema no
occure con medidas absolutamente continuas con respecto a la medida de
Lebesgue. Así, por ejemplo en [FN12], la táctica es de quedarse sobre este
conjunto.
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El ejemplo lineal

Consideramos u : P2(Rd) → R dado por u(µ) = ⟨ℓ, µ⟩.

Distrib.
L-

derivada
Derivada

lineal
Derivada
natural

Subdif.
regular

Subdif.
general

gradµu(µ) ∂µu(µ)
δu
δµ(µ, ·) Dµu(µ, ·)

∂·u(µ),
∇Wu

∂·u(µ)

− div (µ∇ℓ) ∇ℓ ℓ ∇ℓ
∇ℓ,

sel° de ∂ℓ
∇ℓ#µ,

P(Gr(∂ℓ))

distrib°,
dualidad

con
C1
c (Ω;R)

pertenece
a

L2
µ(Ω;TΩ)

pertenece
a

L2
µ(Ω;R)

pertenece
a

L2
µ(Ω;TΩ)

pertenece
a

TµP2(Ω)

pertenece
a

T µP2(Ω)
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No continuará

Esta parte
• apertura sobre la teoría en espacios metricos

• Diferencia entre Tanµ y Tanµ.

La elección de la definición toma en consideración la facilidad de
manipulación de la representación asociada.

Preguntas abiertas
• ¿Comportamiento de los sub/supdiferenciales usando TanµP2(Ω)?
• El estudio de ecuaciones de continuidad impulsadas por campos de

medidas recien empezó ([PR13, Pic19]).
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