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Introduccién y notaciones

Notamos 2 = R?, 225(Q) las medidas de probabilidades con segundo
momento finito y dyy(-,-) la distancia de Kantorovitch-Rubinstein para
p = 2, llamada distancia de Wasserstein en la literatura.

La altima vez, vimos el espacio tangente regular y la definicién del
gradiente de Wasserstein.
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Introduccién y notaciones

Notamos 2 = R?, 225(Q) las medidas de probabilidades con segundo
momento finito y dyy(-, ) la distancia de Kantorovitch-Rubinstein para
p = 2, llamada distancia de Wasserstein en la literatura.

La altima vez, vimos el espacio tangente regular y la definicién del
gradiente de Wasserstein.

e Permite de definir sub y supdiferenciales de manera bastante natural.
e Coincidencia con la L-diferenciabilidad cuando el gradiente existe.

Hoy vamos a ampliar la definicién de espacio tangente.

Averil Prost El D en EDP (5/6) 2/20



Definiciones
00000000

Table of Contents

Definiciones

Averil Prost El D en EDP (5/6) 3/20



Definiciones
0e000000

El espacio tangente en la naturaleza fuera de medidas

Notamos X un espacio general. De manera informal, T, X es el conjunto

de direcciones que se pueden tomar para mover alrededor de x € X. En
espacios Euclidianos, T,R?% ~ R¢.
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Notamos X un espacio general. De manera informal, T, X es el conjunto

de direcciones que se pueden tomar para mover alrededor de x € X. En
espacios Euclidianos, T,R?% ~ R¢.

Def 1 Variedades ([Laf21]) Notamos C, = {7} el conjunto de
curvas suaves definidas sobre [0, ] por £ > 0, tales que v(0) = =z,
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El espacio tangente en la naturaleza fuera de medidas

Notamos X un espacio general. De manera informal, T, X es el conjunto

de direcciones que se pueden tomar para mover alrededor de x € X. En
espacios Euclidianos, T,R?% ~ R¢.

Def 1 Variedades ([Laf21]) Notamos C, = {7} el conjunto de
curvas suaves definidas sobre [0, ] por € > 0, tales que v(0) = z, y
decimos que v ~, 7 si existe una carta (U, ¢), x € U, tal que

(£ 07)(0) = (°7)(0).
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El espacio tangente en la naturaleza fuera de medidas

Notamos X un espacio general. De manera informal, T, X es el conjunto

de direcciones que se pueden tomar para mover alrededor de x € X. En
espacios Euclidianos, T,R?% ~ R¢.

Def 1 Variedades ([Laf21]) Notamos C, = {7} el conjunto de
curvas suaves definidas sobre [0, ] por € > 0, tales que v(0) = z, y
decimos que v ~, 7 si existe una carta (U, ¢), x € U, tal que

(£ 07)(0) = (°7)(0).

El espacio tangente se define como T, X :=C,/ ~,.

Siguiendo la definicién por espacios menos suaves, vamos a considerar
geodesicas en lugar de curvas suaves.
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Aplicacién exponencial

Sea TQ = U cqiz} x ToQ, con la norma [(z, )] == |z|* + |v]*.
Def 2 Para cada £ € P»(T2),, i.e. con m,#E& = i, notamos

exp : P5(T) x [0, 00), exp,,(t - &) = (my + tmy) #E.
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Aplicacién exponencial

Sea TQ = U cqiz} x ToQ, con la norma [(z, )] == |z|* + |v]*.
Def 2 Para cada £ € P»(T2),, i.e. con m,#E& = i, notamos

exp : P5(T) x [0, 00), exp,,(t - &) = (my + tmy) #E.

§
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Desintegracién

El siguiente teorema se encontra en [DM78, §70] o [Bog07, T. 10.4.12].

Sean X,Y espacios polacos, u € P2(Q), r : X — Y boreliano y
vi=r#pec 2Y).
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Desintegracién

El siguiente teorema se encontra en [DM78, §70] o [Bog07, T. 10.4.12].

Sean X,Y espacios polacos, u € P2(Q), r : X — Y boreliano y
v i=r#p € P(Y). Existe una familia {py}yey C Z(X), Gnica
v —VYy €Y, tal que para toda f: X — [0, o] borel,

/sceX f(@)dp(z) = /yEY </m€r1(y) f(x)d,uy(x)> dv(y).
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Desintegracién

El siguiente teorema se encontra en [DM78, §70] o [Bog07, T. 10.4.12].

Sean X,Y espacios polacos, u € P2(Q), r : X — Y boreliano y
v i=r#p € P(Y). Existe una familia {py}yey C Z(X), Gnica
v —VYy €Y, tal que para toda f: X — [0, o] borel,

/sceX f(@)dp(z) = /yEY (/xerl(y) f(x)d,uy(x)> dv(y).

Tomamos X =T, Y = Q y consideramos 7 : (z,v) — x. Entonces para
cada { € P5(2),, existe una familia (£;), t.q. (notamos & = &, ® p)

/(M)GTQ f(z,v)dé(z,v) = /:BEQ /UETZQ f (@, v)déx (v)dp(z).
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Cono tangente general

Sean £,{ € P5(TQ),, y desintegramos £ =&, @ puy ( = ( ® pu. Sea

w20 = [ _, Bl (o)
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Cono tangente general

Sean £,{ € P5(TQ),, y desintegramos £ =&, @ puy ( = ( ® pu. Sea

w20 = [ _, Bl (o)

Def 3 Definimos el cono tangente Tan, %,(2) en € &5 como

{€ € 2(TQ) ’ Je >0, [0,¢] = exp,(t-§) geodesma}
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Cono tangente general

Sean £,{ € P5(TQ),, y desintegramos £ =&, @ puy ( = ( ® pu. Sea

w20 = [ _, Bl (o)

Def 3 Definimos el cono tangente Tan, %,(2) en € &5 como

{€ € (T, ’ Je >0, [0,¢] = exp,(t-§) geodesica}W

Ese cono "generalizado" se encuentra en [AGS05]. N. Gigli
estudi6 las relaciones entre los diferentes conos, y mostré que
E Tan,, es isométrico a una complecién del cociente de geodesicas
por la relacién "Je > 0 t.q. Yo, = Vjo," ([Gig08, Teo 4.12]).
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Ejemplos (1/3)

Recordemos que

LZ
Tan, #5(Q) == {Ve | ¢ € CC(LGR)F .
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Ejemplos (1/3)

Recordemos que

2
Tan, 25(Q) == (Vo | ¢ € CO(LR)} -
Vimos que por cada ¢ € CZ°, existe € > 0 tal que
t > exp,(t - Vo#u) = (mz + V) #u

sigue una geodesica sobre [0, ¢].
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2
Tan, 25(Q) == (Vo | ¢ € CO(LR)} -
Vimos que por cada ¢ € CZ°, existe € > 0 tal que
t > exp,(t - Vo#u) = (mz + V) #u

sigue una geodesica sobre [0, ]. Ademas, por cada T, T € Lz, tenemos

W (T4 Tn) = [
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Ejemplos (1/3)

Recordemos que

2
Tan, 25(Q) == (Vo | ¢ € CO(LR)} -
Vimos que por cada ¢ € CZ°, existe € > 0 tal que
t > exp,(t - Vo#u) = (mz + V) #u

sigue una geodesica sobre [0, ]. Ademas, por cada T, T € Lz, tenemos

W (T4 Tn) = [

& (T(2). T(@)) du = |T T2,
€N "

Entonces
{T#,u | T e Tan,“@z(Q)} C Tanuﬁg(Q).
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Ejemplos (2/3)

Si u = 4, es una masa de Dirac, T',(u,v) = T'(u,v) = {p x v} para cada
v E @2(9)
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Ejemplos (2/3)

Si u = 4, es una masa de Dirac, T',(u,v) = T'(u,v) = {p x v} para cada
v € P2(2). Entonces

Tan, 2,(Q0) = {6, x £ | € € Po(TLQ)} .
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Definiciones
00000080

Ejemplos (2/3)

Si u = 4, es una masa de Dirac, T',(u,v) = T'(u,v) = {p x v} para cada
v € P2(2). Entonces

Tan, 2,(Q0) = {6, x £ | € € Po(TLQ)} .

Se puede generalizar a medidas con atomos suficiamente espaciados.
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Definiciones
0O000000e

Ejemplos (3/3)

La complecién no se puede remover sin cambiar la definicién. ]

Por ejemplo, si A, B,C, D son las esquinas de un rectangulo con
|A-C|=1|B-D|

1 1
M=§QAE+§EWQ

y por P L (B — A) que apunta a C, Q L B — C que apunta a A4,

1 1
§=§Em3mp+§ﬁwc@Q

son tales que £ € Tan,%,((), pero no existe € > 0 tal que
(7g, T + €my)#E sea un plano de transporte éptimo.
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Propiedades
[e] Je]e]

Espacio

Por definicién, si £ € Tan, %%,(2), entonces

a- &= (my, amy)#E € Tan, P5(2) Ya = 0.
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Espacio

Por definicién, si £ € Tan, %%,(2), entonces

a- &= (my, amy)#E € Tan, P5(2) Ya = 0.

[Gig08, Prop 4.29] Si¢ € Tan,2>(Q2), luego —§ € Tan, P> (Q).
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Espacio

Por definicién, si £ € Tan, %%,(2), entonces

a- &= (my, amy)#E € Tan, P5(2) Ya = 0.

[Gig08, Prop 4.29] Si¢ € Tan,2>(Q2), luego —§ € Tan, P> (Q).

En el caso Tan, %%5(12), es facil de ver que

L2 L?
T =~ lim Vo, = hm — Vi, € Tan, P(0).
n—oo
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Propiedades
[e] Je]e]

Espacio

Por definicién, si £ € Tan, %%,(2), entonces

a- &= (my, amy)#E € Tan, P5(2) Ya = 0.

[Gig08, Prop 4.29] Si¢ € Tan,2>(Q2), luego —§ € Tan, P> (Q).

En el caso Tan, %%5(12), es facil de ver que

L2 L?
-T=- ILm Vo, = hm — Vi, € Tan, P(0).

En el caso general, demostracién nada trivial.
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Propiedades
[e]e] Je]

Convexidad

[Gig08, Prop 4.25] Sean {1,& € Tan, (), y

ae Z{(z,v1,v2) | € Qu € T,Q} tal que (7my,my,)F#Ha =&
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Convexidad

[Gig08, Prop 4.25] Sean {1,& € Tan, (), y
ae Z{(z,v1,v2) | € Qu € T,Q} tal que (7my,my,)F#Ha =&
Entonces

§1 Pa b2 = (ﬂ-xyﬂ'vl + Wvg)#a S Tanuyg(Q).
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Propiedades
[e]e] Je]

Convexidad

[Gig08, Prop 4.25] Sean {1,& € Tan, (), y
ae Z{(z,v1,v2) | € Qu € T,Q} tal que (7my,my,)F#Ha =&
Entonces

§1 Pa b2 = (ﬂ-xﬂrvl + Wvg)#a S Tanuyg(Q).

Idea del argumento:

e por continuidad y densidad, es suficiente de considerar el caso en que
s+ exp,,(s - &) son geodesicas sobre [0, ¢].
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Convexidad

[Gig08, Prop 4.25] Sean {1,& € Tan, (), y
ae Z{(z,v1,v2) | € Qu € T,Q} tal que (7my,my,)F#Ha =&
Entonces

§1 Pa b2 = (ﬂ-xﬂrvl + Wvg)#a S Tanw@g(Q).

Idea del argumento:
e por continuidad y densidad, es suficiente de considerar el caso en que
s+ exp,,(s - &) son geodesicas sobre [0, ¢].
e Pasando a la representacién con planos, es suficiente mostrar que cada
combinacién convexa de planos éptimos es éptima para s € [0,¢/2].
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Propiedades
[e]e] Je]

Convexidad

[Gig08, Prop 4.25] Sean {1,& € Tan, (), y
ae Z{(z,v1,v2) | € Qu € T,Q} tal que (7my,my,)F#Ha =&
Entonces

§1 Pa b2 = (ﬂ-xﬂrvl + Wvg)#a S Tanw@g(Q).

Idea del argumento:
e por continuidad y densidad, es suficiente de considerar el caso en que
s+ exp,,(s - &) son geodesicas sobre [0, ¢].
e Pasando a la representacién con planos, es suficiente mostrar que cada
combinacién convexa de planos éptimos es éptima para s € [0,¢/2].

e Eso se hace con el criterio de monotonicidad ciclica.
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Propiedades
[e]e]e] )

...y tutti quanti

[Gig08, Teo. 4.15] Sea { € Tan, (). Entonces su promedio

be € L2 (TQ),  be(a) = / vdé (z,v)
veT,

pertenece a Tan, %> (Q).
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Propiedades
[e]e]e] )

...y tutti quanti

[Gig08, Teo. 4.15] Sea { € Tan, (). Entonces su promedio

be € L2 (TQ),  be(a) = / vdé (z,v)
veT,

pertenece a Tan, %> (Q).

[Gig08, Teo 4.19] Un elemento & € P(T€)), pertenece a
Tan, Z(R) si y sélo si se cumple la igualdad
. dw (eXpu(h ’ 5)7 y’)

111

|
R\ h

1€]] = W(&, 0#p) =

Bajo esta igualdad subyace el hecho que £ no contiene informacién inatil.
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Aplicacién
0e0000

Definiciones en el caso general

Para cualquier £ € P5(TQ),, y v € P5(2), notamos

Tx,vy #77 = 57

Lo v) = qn € Pof(z,v1,v2)}
(T2, T + oy )#M € Lo, )
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Aplicacién
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Definiciones en el caso general

Para cualquier £ € P5(TQ),, y v € P5(2), notamos

Lo(€,v) = {77 € Zo{(z,v1,12)} T = & } :
(T, T + Ty )#N € Do, v)

Def 4 Sean u: P5(2) = Ry pe P (). Un § € Tan, P (1)
pertenece al subdiferencial de u en p, denotado 8.u(p), si para toda
ve PN ynel,y(&v), se cumple

w) = u() > [ (o) dife, o) + 0w ).

(z,v1,v2)
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Aplicacién
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Definiciones en el caso general

Para cualquier £ € P25(TQ), y v € P2(Q2), notamos

Io(,v) = ne Po{(x,v1,v2)} T #1 = &,
(7Txa7Tx + 7TU2)#77 c FO(,U/u V)

Def 4 Sean u: P5(2) = Ry pe P (). Un § € Tan, P (1)
pertenece al subdiferencial de u en p, denotado 8.u(p), si para toda
ve PN yneTl,(,v), se cumple

w) = u() > [ (o) dife, o) + 0w ).

(z,v1,v2)

El superdiferencial & u se define de manera anéaloga.
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Ejemplo (1/2)

Para p,v € P5(2), notamos

exp;I(y) ={£ € P(TQ), | (Mg, e + ) #E € Lo, v)}.

Entonces h +— exp,,(h - ) sigue una geodesica entre 11y v.
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Ejemplo (1/2)

Para p,v € P5(2), notamos

exp;I(y) ={£ € P(TQ), | (Mg, e + ) #E € Lo, v)}.

Entonces h +— exp,,(h - ) sigue una geodesica entre 11y v.

[Gig08, (2.16)] Para £ € exp;,'(v), tenemos la semiconcavidad

d\Q/V(eXp,u(hé)v U) > (1 - h)diz/\/(ﬂ?a—) + hd%/\/(ya U) - h(l - h)d%/V(M7 V)'
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Aplicacién
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Ejemplo (1/2)

Para p,v € P5(2), notamos
exp;l(y) ={§ € Po(TQ) | (T, o + 7y)#E € To(p,v)}

Entonces h +— exp,,(h - ) sigue una geodesica entre 11y v.

[Gig08, (2.16)] Para £ € exp;,'(v), tenemos la semiconcavidad

d\Q/V(eXp,u(hé)v U) > (1 - h)diz/\/(ﬂ?a—) + hd%/\/(ya U) - h(l - h)d%/V(M7 V)'

Se tiene de la identidad de espacios de Hilbert
@+ ho —y|* = (1= h) |z =y + hle + v —y[* = h(1 = h) [v]?,
junto con una aproximacién de I'(exp,,(h - §),0).
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Aplicacién
[e]e]e] lele)

Ejemplo (2/2)

Consideramos u(p) = d3y, (1, o) para o € P5(Q).

[Gig08, Prop 4.10] Sean p,0 € P5(Q) y £ € Po(TQ),..

d

— d? t d
dh o (x + tvr,x + v2)dn

u(expy(h - €)) = neli?(g,o) dt |1=0
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[e]e]e] lele)

Ejemplo (2/2)

Consideramos u(p) = d3y, (1, o) para o € P5(Q).

[Gig08, Prop 4.10] Sean p,0 € P5(Q) y £ € Po(TQ),..

d

— d? t d
dh o (x + tvr,x + v2)dn

u(expy(h - €)) = neli?(g,o) dt |1=0

= inf —2 (v, v2) dn(x,v1,v2).
nGFO(fvg)/(x,vl,vg) <1 2> 77( ' 2)
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Aplicacién
[e]e]e] lele)

Ejemplo (2/2)

Consideramos u(p) = d3y, (1, o) para o € P5(Q).

[Gig08, Prop 4.10] Sean p,0 € P5(Q) y £ € Po(TQ),..

d

- d?
o (z + tvy, z + va)dn

u(expy(h - €)) = neli?(g,o) dt |1=0

= inf —2 (v, v2) dn(x,v1,v2).
nGFO(fva)/(x,vl,vg) <1 2> 77( ' 2)

Remark La dltima vez, vimos que para cada T' € Tan, (),

swp [ @@=t [ (@) dn+ o ldwin0).

~1
n€expy, (o) neexp, (o)
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Ejemplo (2/2)

Consideramos u(p) = d3y, (1, o) para o € P5(Q).

[Gig08, Prop 4.10] Sean p,0 € P5(Q) y £ € Po(TQ),..

d

- d?
o (z + tvy, z + va)dn

u(expy(h - €)) = neli?(g,o) dt |1=0

= inf —2 (v, v2) dn(x,v1,v2).
nGFO(fva)/(x,vl,vg) <1 2> 77( ' 2)

Remark La dltima vez, vimos que para cada T' € Tan, (),

swp [ @@=t [ (@) dn+ o ldwin0).

~1
n€expy, (o) neexp, (o)

Se entiente como | D, u(T#p) — (—Dpu(=T#n))| < o (dw(p,0)).
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Observaciones

e ;Vinculos entre subdiferenciales débiles y fuertes en el caso general?
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e Segin el teorema de Benamou-Brenier, cualquier curva absolutamente
continua tiene una derivada débil en Tan, % (2) para casi todo
tiempo, entonces varias autores no consideran Tan, %, ()) como
interesante.
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Observaciones

e ;Vinculos entre subdiferenciales débiles y fuertes en el caso general?

e Segin el teorema de Benamou-Brenier, cualquier curva absolutamente
continua tiene una derivada débil en Tan, % (2) para casi todo

tiempo, entonces varias autores no consideran Tan, %, ()) como
interesante.

e En general, mucho menos trabajo sobre Tan, %%(2) (salvo los
esfuerzos de Gigli).
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Continuara

Esta parte

e definicién y propiedades del espacio tangente general

e definiciones de sub/supdiferenciales usando Tan,, Z%,(£)

Vimos al inicio que hay clases de ecuaciones que solamente necesitan |Vu.
El préximo capitulo
e medir las variaciones en espacios métricos

e vinculo con las definiciones de gradientes.
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