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Introduccién y notaciones

Notamos 2 = R?, 225(Q) las medidas de probabilidades con segundo
momento finito y dyy(+,-) la distancia de Kantorovitch-Rubinstein para
p = 2, llamada distancia de Wasserstein en la literatura.

La dltima vez, vimos una segunda manera de introducir la
L-diferenciabilidad.

e El gradiente 0,u se define como Vzg—z.

e Definicién adaptadas a los casos suaves, como juegos de campo medio.

e Podriamos esperar una definicién de sub/supdiferencial.

En esta primera parte, vamos a adoptar un punto de visto mas geométrico.
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Definiciones
000000000

El espacio tangente (regular)

Def 1 Sea € (). Notamos el espacio tangente (regular)

2

Tan, 25() == (Vo | ¢ € C(Q)} .
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Definiciones
000000000

El espacio tangente (regular)

Def 1 Sea € (). Notamos el espacio tangente (regular)

2

Tan, 25() == (Vo | ¢ € C(Q)} .

Def 1 tiene sentido con respecto al teorema de Benamou-Brenier.
Una curva absolutamente continua tiene velocidad en Tan,,, casi
para todo . Esta definicion aparece en [AGS05, Definition 8.4.1].
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Definiciones
000000000

El espacio tangente (regular)

Def 1 Sea € (). Notamos el espacio tangente (regular)

2

Tan, 25() == (Vo | ¢ € C(Q)} .

Def 1 tiene sentido con respecto al teorema de Benamou-Brenier.
Una curva absolutamente continua tiene velocidad en Tan,,, casi
para todo . Esta definicion aparece en [AGS05, Definition 8.4.1].

Los elementos de Tan,, %%(2) pueden cambiar radicalmente con p. Si
1 = &g, entonces
Tang, P2(Q) ~ Ty ~ R%
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Definiciones
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Los subdiferenciales

Def 2 Sean u: P2(Q) — Ry u € P5(Q).
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Definiciones
[e]e] lelelelelele)

Los subdiferenciales

Def 2 Sean u: P5(Q) = Ry p e P(Q). Un & € Tan, P (Q)
pertenece al subdiferencial débil de u en p, denotado 8_du(p), Si
para toda v € P5(Q), existe n € I'y(p, v) satisfaciendo

u(v) — u() > / &),y — z) dn(z, y) + o (dw(, ) . (1)

(z,y)€Q?
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Definiciones El caso suave Vinculo
[e]e] lelelelelele) [e]e]e]e] 000

Los subdiferenciales

Def 2 Sean u: P5(Q) = Ry p e P(Q). Un & € Tan, P (Q)
pertenece al subdiferencial débil de u en p, denotado Bqu(u), Si
para toda v € P5(Q), existe n € I'y(p, v) satisfaciendo

u(v) — u() > / &),y — z) dn(z, y) + o (dw(, ) . (1)

(z,y)€Q?

Def 3 Seanu: P(Q) = Ry p € (). Un & € Tan, F5()
pertenece al subdiferencial fuerte de u en 1, denotado 07 u(y), si
para toda v € P5(Q2) y todo n € I'y(p,v),

u(v) — u() > / (@), y — 7) dn(z, y) + o (dw(, ) . (2)

(z,y)€Q?
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Definiciones
[e]e]e] lelelelele)

Ejemplo lineal

Consideramos u(u) = [, ., £(x)du(x) por £ € C! subcuadratico y
A—semiconvexo, i.e.

Hly) ~ £(x) > (V) —2) + 5 by — ol
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Definiciones
[e]e]e] lelelelele)

Ejemplo lineal

Consideramos u(u) = [, ., £(x)du(x) por £ € C! subcuadratico y
A—semiconvexo, i.e.

A
Uy) = £(x) > (Vl(z),y —2) + 5 [y — o
Luego, para cada v € P2(Q) y n € I'p(p,v),

w) )= [ )t dntay)
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Ejemplo lineal

Consideramos u(u) = [, ., £(x)du(x) por £ € C! subcuadratico y
A—semiconvexo, i.e.

A
Uy) = £(x) > (Vl(z),y —2) + 5 [y — o
Luego, para cada v € P2(Q) y n € I'p(p,v),
u) —u() = [ () - tha) dnla.y)
(z,y)€Q?
A
> [ (VHw)y ) dufey) + 5By,
(z,y) €02
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Definiciones
[e]e]e] lelelelele)

Ejemplo lineal

Consideramos u(u) = [, ., £(x)du(x) por £ € C! subcuadratico y
A—semiconvexo, i.e.

Hly) ~ £(x) > (V) —2) + 5 by — ol
Luego, para cada v € P2(Q) y n € I'p(p,v),
u) —u() = [ () - tha) dnla.y)
(z,y)€Q?
X — X X i 2 vV
> [ VL dnGe) + )

En el otro lado, gracias a la A—semiconvexidad, V¢ € Tan, %%,(2) para
cada p. Entonces V/ € (9.fu(u).
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Definiciones
[e]e]e]e] Telelele)

Vinculo (1/3)

[GT19, Teorema 3.6] Sea u: Z(2) — R. Entonces

Ou(p) = 0fu(p) = du(p).
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Vinculo (1/3)

[GT19, Teorema 3.6] Sea u: Z(2) — R. Entonces

Ou(p) = 0fu(p) = du(p).

En primer lugar, tenemos 0 u(u) C 8%u(p).
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Definiciones
[e]e]e]e] Telelele)

Vinculo (1/3)

[GT19, Teorema 3.6] Sea u: Z(2) — R. Entonces

Ou(p) = 0fu(p) = du(p).

En primer lugar, tenemos 8.fu(u) C 0%(u). Para probar la otra inclusién,
vamos a mostrar que para toda y fija y € € 9%u(p),

6(,“/7 1/) = inf sup
T]GFO (,UHV) ﬁEFo(#,V)

/ (@) y — ) dly -7
(z,y)

es un o(dw(u,v)).
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[e]e]e]e] Telelele)

Vinculo (1/3)

[GT19, Teorema 3.6] Sea u: Z(2) — R. Entonces

Ou(p) = 0fu(p) = du(p).

En primer lugar, tenemos 8.fu(u) C 0%(u). Para probar la otra inclusién,
vamos a mostrar que para toda y fija y € € 9%u(p),

6(,“/7 1/) = inf sup
T]GFO (,UHV) ﬁEFo(#,V)

/ (@) y — ) dly -7
(z,y)

es un o(dyy(u,v)). Notamos que V7 € I'y(p, v), usando Cauchy-Schwarz,

< 1€ = Vel rzdw(p, v).

/ (E(z) — Vep(z),y — z) dn(z, )
(z,y)€N?
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Definiciones
[e]e]e]ele] lelele)

Vinculo (2/3)

Ademas, para (n,7) € T'o(p,v) y ¢ € C°(€2;R), tenemos

[ o) - el din = ) =
(z,y)€0?
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Definiciones
[e]e]e]ele] lelele)

Vinculo (2/3)

Ademas, para (n,7) € T'o(p,v) y ¢ € C°(€2;R), tenemos
[ e - e@ldn ey =0
(z,y)€N?

Como ¢ € C°, para cada (z,y) € 2,

2
IVl 2 < ofy) — () — (Vele)y - @) <

[
: T

2
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Definiciones
[e]e]e]ele] lelele)

Vinculo (2/3)

Ademas, para (n,7) € T'o(p,v) y ¢ € C°(€2;R), tenemos
[ e - e@ldn ey =0
(z,y)€N?

Como ¢ € C°, para cada (z,y) € 2,

2
IVl 2 < ofy) — () — (Vele)y - @) <

[
: T

2

Entonces, por integracién,

/ (Veo(z),y — 2) din — 1)(z, )| < IVl (11, ).
(z,y) €02
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Definiciones
000000800

Vinculo (3/3)

L2
Sea (pn),, C C° tal que Vo, j“> &. Luego e(pu, ) satisface
n o

c(u.v) < s | [ (T = a7 +| [ (€~ Vens— )l 1)
7
< IV2nlloody (1t v) + 2[1€ = Veoul 22 dw (p, v).
Dividiendo por dyy(u,v) y tomando el limite superior en dyy(u,v) — 0,

= ewy)

<216 = Vol 2.
dw ()0 dyy(pt, V) e eallz

Dejando n — oo, obtenemos que e(u,v) = o (dy (i, v)). O
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Definiciones
000000080

El supdiferencial

Def 4 Sean u : P2(Q2) — Ry p € P5(R2). Notamos 0 u(u) el
conjunto de £ € Tan,, %, (Q) satisfaciendo

u(v) —u(p) < /( o (€(@),y — 2) dn(z,y) + o (dw(p,v))

para toda v € P(Q) y n € To(p,v).
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Definiciones
000000080

El supdiferencial

Def 4 Sean u : P2(Q2) — Ry p € P5(R2). Notamos 0 u(u) el
conjunto de £ € Tan,, %, (Q) satisfaciendo

u(v) —u(p) < /( o (€(@),y — 2) dn(z,y) + o (dw(p,v))

para toda v € P(Q) y n € To(p,v).

Notamos que si £ € Tan, 2,(2), existe (), C C! tal que

L? L?
Vo, —= & — aVe, =V (ap,) — af VaeR.
n—00 n—oo

Entonces £ € 9'u(u) es equivalente a —§ € 0.(—u)(u).
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Definiciones
00000000e

Ejemplo cuadratico

Sean p € P5(Q), £ € Tan, P2(Q) y 0 = (id + &)#p tales que

By = [ Je@) duo).

z€Q
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Definiciones
00000000e

Ejemplo cuadratico

Sean p € P5(Q), £ € Tan, P2(Q) y 0 = (id + &)#p tales que

By = [ Je@) duo).
e
Sean v € Z5(Q) y n € I'y(p,v). Como (7 + &, my)#n € I'(o,v),

&y(v,0) < / & + () — 2 dn(z, y)
(z,y)€N?
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Definiciones
00000000e

Ejemplo cuadratico

Sean p € P5(Q), £ € Tan, P2(Q) y 0 = (id + &)#p tales que

By = [ Je@) duo).

z€Q

Sean v € Z5(Q) y n € I'y(p,v). Como (7 + &, my)#n € I'(o,v),

&y(v,0) < / & + () — 2 dn(z, y)
(z,y)€N?

:/( enz [|$—y|2—|—2<1‘—y7§(a;)>+|§(x)|2 dn(z,y)
zy)e
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Definiciones
00000000e

Ejemplo cuadratico

Sean p € P5(Q), £ € Tan, P2(Q) y 0 = (id + &)#p tales que
By = [ Je@) duo).
e

Sean v € Z5(Q) y n € I'y(p,v). Como (7 + &, my)#n € I'(o,v),

&y(v,0) < / & + () — 2 dn(z, y)
(z,y)€N?

:/( enz [|$—y|2—|—2<1‘—y7§(a;)>+|§(x)|2 dn(z,y)
z,y)e
= diy(n,v) +/

(y — @, —2¢(x)) dn(z,y) + dyy(u, o).
(z,y)€Q?
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Definiciones
00000000e

Ejemplo cuadratico

Sean p € P5(Q), £ € Tan, P2(Q) y 0 = (id + &)#p tales que
By = [ Je@) duo).
e

Sean v € Z5(Q) y n € I'y(p,v). Como (7 + &, my)#n € I'(o,v),

&y(v,0) < / & + () — 2 dn(z, y)
(z,y)€N?

:/( enz [|$—y|2—|—2<1‘—y7§(a;)>+|§(x)|2 dn(z,y)
z,y)e
= diy(n,v) +/

(y — @, —2¢(x)) dn(z,y) + dyy(u, o).
(z,y)€Q?

Entonces tenemos —2¢ € 9°d), (-, o) (k).
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El caso suave
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El caso suave
[e] Te]e]

El gradiente de Wasserstein

[GT19, Teorema 3.10] Sea u: P5(2) —» Ry u € P2(Q).
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El caso suave
[e] Te]e]

El gradiente de Wasserstein

[GT19, Teorema 3.10] Sea u: () — Ry pu € P(Q). Si
O.u(p) NO'u(p) # 0, existe un anico & € Tan, P»(Q) tal que

O.u(p) NI u(p) = {€} -
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El caso suave
[e] Te]e]

El gradiente de Wasserstein

[GT19, Teorema 3.10] Sea u: () — Ry pu € P(Q). Si
O.u(p) NO'u(p) # 0, existe un anico & € Tan, P»(Q) tal que

O.u(p) NI u(p) = {€} -

Llamamos Vi, u(u) == £ el gradiente de Wasserstein, y decimos que
u es W—diferenciable si Vj,u() existe en cada p € ().
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El caso suave
[e] Te]e]

El gradiente de Wasserstein

[GT19, Teorema 3.10] Sea u: () — Ry pu € P(Q). Si
O.u(p) NO'u(p) # 0, existe un anico & € Tan, P»(Q) tal que

O.u(p) NI u(p) = {€} -

Llamamos Vi, u(u) == £ el gradiente de Wasserstein, y decimos que
u es W—diferenciable si Vj,u() existe en cada p € ().

Para mostrar eso, recordemos que si p € C2°, existe n € N tal que
id + %ch es el gradiente de un potencial convexo. Luego

(o (i boe) ) = {(smia o) ).
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El caso suave
[e]e] o]

Idea de la demostracién

Sea € P2(Q) y &, ¢ € dulp) Nou(p).
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El caso suave
[e]e] o]

Idea de la demostracién

Sea € P2(Q) y &, ¢ € du(p) NI u(p). Para cualquier ¢ € C°, sea n
suficiamente larga tal que (3).
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El caso suave
[e]e] o]

Idea de la demostracién

Sea € P2(Q) y &, ¢ € du(p) NI u(p). Para cualquier ¢ € C°, sea n
suficiamente larga tal que (3). Tomando v := (id + Vy/n)#u, tenemos

/( eqe (€(x) = C(x),y — x) d[(id, id + Vo /n)|#um = o(dw(p, v)),
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El caso suave
[e]e] o]

Idea de la demostracién

Sea € P2(Q) y &, ¢ € du(p) NI u(p). Para cualquier ¢ € C°, sea n
suficiamente larga tal que (3). Tomando v := (id + Vy/n)#u, tenemos

/( eqe (€(x) = C(x),y — x) d[(id, id + Vo /n)|#um = o(dw(p, v)),

o (€)= C(@), V() du(e) = o (inwuu) -

n
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El caso suave
[e]e] o]

Idea de la demostracién

Sea € P2(Q) y &, ¢ € du(p) NI u(p). Para cualquier ¢ € C°, sea n
suficiamente larga tal que (3). Tomando v := (id + Vy/n)#u, tenemos

/( eqe (€(x) = C(x),y — x) d[(id, id + Vo /n)|#um = o(dw(p, v)),
L 1
n /er (€(z) = (), V(@) dulz) = o (n”V@Hu) -

Multiplicando por n y tomando el limite en n — oo, obtenemos

/ (@)~ C). Ve@) dute) =0 Vo e
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El caso suave
[e]e] o]

Idea de la demostracién

Sea € P2(Q) y &, ¢ € du(p) NI u(p). Para cualquier ¢ € C°, sea n
suficiamente larga tal que (3). Tomando v := (id + Vy/n)#u, tenemos

/( eqe (€(x) = C(x),y — x) d[(id, id + Vo /n)|#um = o(dw(p, v)),

o (€)= C(@), V() du(e) = o (inwuu) -

Multiplicando por n y tomando el limite en n — oo, obtenemos

[ (@) = @), Vo) dutm =0 voec
entonces £ = ¢ en Tan, %> ().
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El caso suave
[e]e]e] )

Ejemplos

La funcién w : p — (£, ) es W—diferenciable si £ € C! es semiconvexo y
semiconcavo, luego C? con V?/ acotado.
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El caso suave
[e]e]e] )

Ejemplos

La funcién w : p — (£, ) es W—diferenciable si £ € C! es semiconvexo y
semiconcavo, luego C? con V?/ acotado.

Sin embargo, la funcién u : j +— d?,,(1, o) puede no ser W—diferenciable.
g w
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El caso suave
[e]e]e] )

Ejemplos

La funcién w : p — (£, ) es W—diferenciable si £ € C! es semiconvexo y
semiconcavo, luego C? con V?/ acotado.

Sin embargo, la funcién w : > d3y,(i, o) puede no ser W—diferenciable.

Sean A = (1,0), B = (0,-1), C = (-1,0) y D = (0,1). Notamos p =
6A+6C 5B+5D
y o = SELeD,
U
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El caso suave
[e]e]e] )

Ejemplos

La funcién w : p — (£, ) es W—diferenciable si £ € C! es semiconvexo y
semiconcavo, luego C? con V?/ acotado.

Sin embargo, la funcién w : > d3y,(i, o) puede no ser W—diferenciable.

Sean A = (1,0), B = (0,-1), C = (-1,0) y D = (0,1). Notamos p =
5A+5C yo= 53;55’. Consideramos v, = (7, Ty + tmy)#up, t € [—1,1]. Si

u fuera diferenciable, notando £ = Viyu(u), y I'o (i, 1) = {m:}, tendriamos

w(s) — ulp) :/<§’yfx> dn + 0 (dy (1, 12)) = t(fz(A);fz(C')) +o(b)

una aplicacién diferenciable en t = 0.

g
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El caso suave
[e]e]e] )

Ejemplos

La funcién w : p — (£, ) es W—diferenciable si £ € C! es semiconvexo y
semiconcavo, luego C? con V?/ acotado.

Sin embargo, la funcién w : > d3y,(i, o) puede no ser W—diferenciable.

Sean A = (1,0), B = (0,-1), C = (-1,0) y D = (0,1). Notamos p =
5A+5C yo= 53;55’. Consideramos v, = (7, Ty + tmy)#up, t € [—1,1]. Si

u fuera diferenciable, notando £ = Viyu(u), y I'o (i, 1) = {m:}, tendriamos

w(s) — ulp) :/<§’yfx> dn + 0 (dy (1, 12)) = t(fz(A);fz(C')) +o(b)

una aplicacién diferenciable en t = 0. Pero

u(ve) = u(p) = diy (v, 0) = diy(i,0) = 1+ (1= ]t])? - V2,

que no es diferenciable. [l
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Vinculo
(o] le}

Vinculo con la L-diferenciabilidad

[GT19, Corolario 3.22] Una aplicacién u : () — R es
W—diferenciable en ;1 € P2(Q2) siy sélo si u es L-diferenciable en p,

y en ese caso,
O = Viyu(p).
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Vinculo con la L-diferenciabilidad

[GT19, Corolario 3.22] Una aplicacién u : () — R es
W—diferenciable en ;1 € P2(Q2) siy sélo si u es L-diferenciable en p,

y en ese caso,
O = Viyu(p).

e Punto de visto mas geometrico.
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Vinculo con la L-diferenciabilidad

[GT19, Corolario 3.22] Una aplicacién u : () — R es
W—diferenciable en ;1 € P2(Q2) siy sélo si u es L-diferenciable en p,

y en ese caso,
O = Viyu(p).

e Punto de visto mas geometrico.
e El hecho 0,u = Vg—z es coherente con J,u € Tan,%>(Q).
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Vinculo con la L-diferenciabilidad

[GT19, Corolario 3.22] Una aplicacién u : () — R es
W—diferenciable en ;1 € P2(Q2) siy sélo si u es L-diferenciable en p,

y en ese caso,
O = Viyu(p).

e Punto de visto mas geometrico.
e El hecho 0,u = Vg—z es coherente con J,u € Tan,%>(Q).

e La distancia al cuadrado no es siempre diferenciable.
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Vinculo
(o] le}

Vinculo con la L-diferenciabilidad

[GT19, Corolario 3.22] Una aplicacién u : () — R es
W—diferenciable en ;1 € P2(Q2) siy sélo si u es L-diferenciable en p,

y en ese caso,
Opu = Viyu(p).

e Punto de visto mas geometrico.
e El hecho 0,u = Vg—z es coherente con J,u € Tan,%>(Q).

e La distancia al cuadrado no es siempre diferenciable.

Una implicacién aparece en el caso continua en [CD18, Theorem
E 5.64]. Esta nocién es usada en [AGO08, GS14] para definir
soluciones de viscosidad.
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e el gradiente de Wasserstein

Los elementos de Tan,, %%>(£2) son aplicaciones, y seria mas general de
trabajar con planos.

La préxima parte
e definicién del espacio tangente general

e el ejemplo de la distancia al cuadrado
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