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Introduccién y notaciones

Notamos © = R%, Z,(12) las medidas de probabilidades con segundo
momento finito y dyy(-, ) la distancia de Kantorovitch-Rubinstein para
p = 2, llamada distancia de Wasserstein en la literatura.

La dltima vez, vimos el lift de Lions, y la L-diferenciabilidad.

e Definicién muy agradable en la practica, manipulacién de variables
aleatorias.

e A pesar de la "independencia" de la definicién del espacio subyacente,
falta legitimidad.

En esta parte, vamos a ver otra manera de definir un gradiente de
funciones suaves, y los vinculos entre los dos.
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Derivada lineal
(o] Jelele]

Derivada lineal

Def 1 Decimos que u : &3(§2) — R tiene una derivada lineal si
existe g—z € C(P,(2) x ;R) subcuadratica en z, unif. en p t.q.

w() — () = /:0 (5ot st == s, (1)

Yu,v € P2(Q),

Averil Prost El D en EDP (3/6) 4/17



Derivada lineal
(o] Jelele]

Derivada lineal

Def 1 Decimos que u : &3(§2) — R tiene una derivada lineal si
existe g—z € C(P,(2) x ;R) subcuadratica en z, unif. en p t.q.

w() — () = /:0 (5ot st == s, (1)

Yu,v € P5(Q2), con la convencion <§—Z(u, -),,u> = 0 para cada .
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Derivada lineal ada natural
(o] Jelele]

Derivada lineal

Def 1 Decimos que u : &3(§2) — R tiene una derivada lineal si
existe g—z € C(P,(2) x ;R) subcuadratica en z, unif. en p t.q.

s=0

) —u(w = [ (5ot st == s, (1)

Yu,v € P5(Q2), con la convencion <§—Z(,u, -),,u> = 0 para cada .

Esta formulacién parece a una derivada de Fréchet en el espacio
(M, |-|7,), restringida a Z»(€2). Fue usada muy antes de la
E resureccion de las ideas de Kantorovich (ver [FV79, CLS18]).
[BIRS19] la usa directamente por viscosidad, y siguemos la
presentacion de [CD18a, CDLL19] para la master equation.
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Derivada lineal
[e]e] Tele]

Limite

Sean u linealmente diferenciable, h > 0y wp, = u+ h(v — ).
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Derivada lineal
[e]e] Tele]

Limite

Sean u linealmente diferenciable, h > 0y wp = p+ h(v — p). Luego

u(wn) — u(p)
h
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Derivada lineal
[e]e] Tele]

Limite

Sean u linealmente diferenciable, h > 0y wp, = u+ h(v — ).

uwm—mm:/ﬂ

h -0

ou wp, —
(52 e ston = 0,0, 2 Y as
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Derivada lineal
[e]e] Tele]

Limite

Sean u linealmente diferenciable, h > 0y wp = p+ h(v — p). Luego

sen ) [T s, 2

=0

:</siogz(M+Sh(y_“)”)d8,V—u>.
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Derivada lineal
[e]e] Tele]

Limite

Sean u linealmente diferenciable, h > 0y wp, = u+ h(v — ).

h

N </310§Z (4 sh(v = p), ')dS,u—M>,

La funcién :c'—>f 03 (,u+sh(y— W,

x) ds es subcuadratica y converge
puntualmente hacia —H(p, x)
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Derivada lineal
[e]e] Tele]

Limite

Sean u linealmente diferenciable, h > 0y wp, = u+ h(v — p).

h
N </310§Z (4 sh(v = p), ')dS,u—M>,

La funcién z — f 05 (,u + sh(v — p),z) ds es subcuadratica y converge

puntualmente hacia —H(p, x), entonces el Teorema de convergencia
dominada de Lebesgue implica que

_u(pt+h(v—p) —u(p) du
Jim, . = <5M(M7 ),V u>
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Derivada lineal
[e]e]e] o]

Ejemplo (verticalmente) lineal

Consideramos u(p) = (¢, 1) para £ : @ — R subcuadratico.
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Derivada lineal
[e]e]e] o]

Ejemplo (verticalmente) lineal

Consideramos u(yu) = (¢, ) para ¢ : @ — R subcuadratico. Entonces

e+ b= 9) = = [ @yl =) @) - [ ta)duta)

ISy
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Derivada lineal
[e]e]e] o]

Ejemplo (verticalmente) lineal

Consideramos u(yu) = (¢, ) para ¢ : @ — R subcuadratico. Entonces
e+ b= 9) = = [ @yl =) @) - [ ta)duta)
=n | t@al-p@)
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Derivada lineal
[e]e]e] o]

Ejemplo (verticalmente) lineal

Consideramos u(yu) = (¢, ) para ¢ : @ — R subcuadratico. Entonces

w(p+ h(v - 1)) — ulp) = zumm+h@—MMm—/'£@mmm

e =19
th/@MP—uH@

y tenemos directamente que g—Z(u,x) = {(z).
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Derivada lineal
0000e

Ejemplo (verticalmente) cuadratico

Consideramos u(u) = f(m,y)eﬂ Uz, y)d[p @ p)(z,y) con
{(x,y) < a(z) + b(y), a,b subcuadraticos, y notamos £ (x,y) = £(y, x).
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Derivada lineal
0000e

Ejemplo (verticalmente) cuadratico

Consideramos u(u) = f(m’y)eg U(z,y)d[p ® pl(x,y) con

{(x,y) < a(z) + b(y), a,b subcuadraticos, y notamos £ (x,y) = £(y, x).
Usando la distributividad de & sobre el +,

(ot v = ) = () + b [ [+ dluo (= )+ Rute - .
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Derivada lineal
0000e

Ejemplo (verticalmente) cuadratico

Consideramos u(u) = f(m’y)eg U(z,y)d[p ® pl(x,y) con

{(x,y) < a(z) + b(y), a,b subcuadraticos, y notamos £ (x,y) = £(y, x).

Usando la distributividad de & sobre el +,

(ot v = ) = () + b [ [+ dluo (= )+ Rute - .

Entonces

}Ll{‘% U(M‘f‘h(’/zﬂ)) _u(u) _ / [f—l—ft] d[ﬂ® (l/—,u)](x,y)
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Derivada lineal
0000e

Ejemplo (verticalmente) cuadratico

Consideramos u(u) = f(m’y)eg U(z,y)d[p ® pl(x,y) con

{(x,y) < a(z) + b(y), a,b subcuadraticos, y notamos £ (x,y) = £(y, x).
Usando la distributividad de & sobre el +,

(ot v = ) = () + b [ [+ dluo (= )+ Rute - .

Entonces
}Ll{‘% u(:u’ + h(V ;LM)) — u(u) _ / [€ _|_€t] d[ﬂ ® (l/ _ ,u)](x,y)
ou
= [ $atm i i)

donde (11, y) = (£(-,y) + £'(-y), 1) — .
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Derivada natural
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Derivada natural
o] o]

Derivada natural

Def 2 Asumamos que u : Z2(€2) — R es linealmente diferenciable
con g—:j(,u, ) € CYQ) para cada p.
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Derivada natural
o] o]

Derivada natural

Def 2 Asumamos que u : Z2(€2) — R es linealmente diferenciable
con (‘;—Z(,u, ) € CYQ) para cada p. La derivada natural de u,
denotada D,u : Z5(2) x Q — T, es la funcién dada por

ou
D#U(ﬂ, T) = Vﬂ:@(“a ).
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Derivada natural
0®0

Derivada natural

Def 2 Asumamos que u : Z2(€2) — R es linealmente diferenciable
con (‘;—Z(,u, ) € CYQ) para cada p. La derivada natural de u,
denotada D,u : Z5(2) x Q — T, es la funcién dada por

ou
Dyu(p, x) = Vx@(u,w)-

Utilizamos las notaciones de [CD18a, CD18b]. Esta definicion es
E usada en [CDLL19] para estudiar juegos de campo medio. Sin
embargo, no tiene oficialmente un nombre propio.
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Derivada natural
ooe

Ejemplos

Si u(p) = (¢, 1) con £ € C1() y subcuadratico, tenemos

Dyu(p,z) = Vo l(x).
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Derivada natural
ooe

Ejemplos

Si u(p) = (¢, 1) con £ € C1() y subcuadratico, tenemos
Dyu(p,z) = Vo l(x).
Si u(p) = [, eqz ldln ® ] con £ € Cl, entonces V(y,v) € TQ,

h
/ €($7y+hv) —g(;)j"y) g(y-f-h’U,CL‘) —Z(y,iﬂ)
= +
z€Q h h

dp(x)
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Derivada natural
ooe

Ejemplos

Si u(p) = (¢, 1) con £ € C1() y subcuadratico, tenemos
Dyu(p,z) = Vo l(x).
Si u(p) = [, eqz ldln ® ] con £ € Cl, entonces V(y,v) € TQ,

h
/ €($7y+hv) —g(;)j"y) g(y-f-h’U,CL‘) —Z(y,iﬂ)
= +
z€Q h h

dp(x)

m . (Vol(z,y) + Vyl(z,y),v) du(z) = (Dyu(p, y),v) ,
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Derivada natural
ooe

Ejemplos

Si u(p) = (¢, 1) con £ € C1() y subcuadratico, tenemos
Dyu(p,z) = Vo l(x).
Si u(p) = [, eqz ldln ® ] con £ € Cl, entonces V(y,v) € TQ,

h
/ €($7y+hv) —g(;)j"y) g(y-f-h’U,CL‘) —Z(y,iﬂ)
= +
z€Q h h

dp(x)

m . (Vol(z,y) + Vyl(z,y),v) du(z) = (Dyu(p, y),v) ,

donde D,u(u,y) ::/ Val(z,y) + Vyl(x,y)dp(x).
e
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Relacién con la L-derivada

Vinculo
0@00000

Coincidencia ([CD18a, Prop. 5.48] y [CDLL19, Appx A])
u: P(2) — R tal que se cumple unos de

e u tiene una L-derivada d,,u que es globalmente Lipschitz,

Sea

e u tiene una derivada natural D, u que es globalmente Lipschitz.
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Vinculo
0@00000

Relacién con la L-derivada

Coincidencia ([CD18a, Prop. 5.48] y [CDLL19, Appx A]) Sea
u: P(2) — R tal que se cumple unos de

e u tiene una L-derivada d,,u que es globalmente Lipschitz,
e u tiene una derivada natural D, u que es globalmente Lipschitz.

Entonces el otro punto se cumple, y

Opu(p, ) = Dyu(p, ) V(p,z) € P2(Q) x Q.
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Vinculo
0@00000

Relacién con la L-derivada

Coincidencia ([CD18a, Prop. 5.48] y [CDLL19, Appx A]) Sea
u: P(2) — R tal que se cumple unos de

e u tiene una L-derivada d,,u que es globalmente Lipschitz,
e u tiene una derivada natural D, u que es globalmente Lipschitz.

Entonces el otro punto se cumple, y

Opu(p, ) = Dyu(p, ) V(p,z) € P2(Q) x Q.

Remark

e Las hipétesis no son optimales.
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Relacién con la L-derivada

Vinculo
0@00000

\

Coincidencia ([CD18a, Prop. 5.48] y [CDLL19, Appx A])

u: P(2) — R tal que se cumple unos de

e u tiene una L-derivada d,,u que es globalmente Lipschitz,

Sea

e u tiene una derivada natural D, u que es globalmente Lipschitz.

Entonces el otro punto se cumple, y

Ouu(p, x) = Dyu(p,x)  V(p,z) € P2(Q)

x .

Remark

e Las hipétesis no son optimales.

e Es razonable de creer que ambas definiciones seran llamadas L-derivada

en el préximo futuro.
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Vinculo
[e]e] lelele]e]

Una implicancia (1/3)

Asumamos que u tiene una derivada natural D,u, cuya constante Lipschitz
notamos A.
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Vinculo
[e]e] lelele]e]

Una implicancia (1/3)

Asumamos que u tiene una derivada natural D,u, cuya constante Lipschitz
notamos A. Sea (E,&,P) un espacio medido sin atomos, y el lift de u

U:LA(F;Q) =R,  U(X):=u(Ley(X)).
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Vinculo
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Una implicancia (1/3)

Asumamos que u tiene una derivada natural D,u, cuya constante Lipschitz
notamos A. Sea (E,&,P) un espacio medido sin atomos, y el lift de u

U:LA(F;Q) =R,  U(X):=u(Ley(X)).

Buscamos una aplicacion d,u : P5(Q) x Q — T tal que VX € Ley *(p),
. UX+hY)-U(X)
}1}1{‘% - = (Guup, ) o X.Y)p VY € L3.
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Vinculo
[e]e] lelele]e]

Una implicancia (1/3)

Asumamos que u tiene una derivada natural D,u, cuya constante Lipschitz
notamos A. Sea (E,&,P) un espacio medido sin atomos, y el lift de u

U:LA(F;Q) =R,  U(X):=u(Ley(X)).
Buscamos una aplicacion d,u : P5(Q) x Q — T tal que VX € Ley *(p),

. U(X+hY)-U(X)
}1}1{‘% - = (Guup, ) o X.Y)p VY € L3.

SeaY € LA(E;TQ), y ws == (1 — s)Ley(X) + sLey(X + hY).
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Vinculo
[e]e] lelele]e]

Una implicancia (1/3)

Asumamos que u tiene una derivada natural D,u, cuya constante Lipschitz
notamos A. Sea (E,&,P) un espacio medido sin atomos, y el lift de u

U:LA(F;Q) =R,  U(X):=u(Ley(X)).
Buscamos una aplicacion d,u : P5(Q) x Q — T tal que VX € Ley *(p),

. U(X+hY)-U(X)
}1}1{‘% - = (Guup, ) o X.Y)p VY € L3.

SeaY € LA(E;TQ), y ws == (1 — s)Ley(X) + sLey(X + hY). Luego
UX+hY)—-U(X) =u(Ley(X +hY)) — u(Ley(X))
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Vinculo
[e]e] lelele]e]

Una implicancia (1/3)

Asumamos que u tiene una derivada natural D,u, cuya constante Lipschitz
notamos A. Sea (E,&,P) un espacio medido sin atomos, y el lift de u

U:LA(F;Q) =R,  U(X):=u(Ley(X)).
Buscamos una aplicacion d,u : P5(Q) x Q — T tal que VX € Ley *(p),

. U(X+hY)-U(X)
}1}1{‘% - = (Guup, ) o X.Y)p VY € L3.

SeaY € LA(E;TQ), y ws == (1 — s)Ley(X) + sLey(X + hY). Luego
UX+hY)—-U(X) =u(Ley(X +hY)) — u(Ley(X))

/1 < (ws, ), Ley(X +hY) — Ley(X)> ds.

As
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Vinculo
[e]e]e] Jelele]

Una implicancia (2/3)

Pero para cada s € [0, 1],

ou
A = /zeE a (ws, X(2) + hY (2)) — — (ws, X (2)) dP(2)
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Vinculo
[e]e]e] Jelele]

Una implicancia (2/3)

Pero para cada s € [0, 1],

As = / - (ws, X(2) + Y (2)) - ou (ws, X (2)) dP(2)

en Opt o
_hLEEA 0< (ws, (z)+h)\Y(z)),Y(z)>d/\d]P>(z).
By,
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Una implicancia (2/3)

Pero para cada s € [0, 1],

As = / - (ws, X(2) + Y (2)) - ou (ws, X (2)) dP(2)

en Opt o
_hLEEA 0< (ws, (z)+h)\Y(z)),Y(z)>d/\d]P>(z).
By,

Por definicién, ng—z = D,u.
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Vinculo
[e]e]e] Jelele]

Una implicancia (2/3)

Pero para cada s € [0, 1],

As = / - (ws, X(2) + Y (2)) - ou (ws, X (2)) dP(2)

en Opt o
_hLEEA 0< (ws, (z)+h)\Y(z)),Y(z)>d/\d]P>(z).
By,

Por definicién, ng—z = D, u. Notamos que

|Br, = (Dyu(ws, X(2)), Y (2))] < ARMY (2) ],
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Una implicancia (2/3)

Pero para cada s € [0, 1],

Ay = /ZEE g“ (ws, X (2) + hY (2)) — gz (ws, X (2)) dP(2)

Vinculo
[e]e]e] Jelele]

_hLEEA 0< (ws, (z)+h)\Y(z)),Y(z)>d/\d]P>(z).

By,
Por definicién, ng—z = D, u. Notamos que
By, = (Dyu(ws, X(2)), Y (2))] < ABAJY ()%,
y para cada y € €,
IDyu(ws, y) — Dyu(wn, )] < Asdyy (Ley(X + hY ), Ley(X)) .
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Vinculo
[e]e]ele] lele]

Una implicancia (3/3)

Si notamos p = Ley(X) y v = Ley(X + hY), el plano (X, X + LY )#P
pertenece a I'(u,v), y

diy(n,v) < /GP X (2) = (X(2) + kY (2))]* dP(2) = R?|[Y |[p-
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Vinculo
[e]e]ele] lele]

Una implicancia (3/3)

Si notamos p = Ley(X) y v = Ley(X + hY), el plano (X, X + LY )#P
pertenece a I'(u,v), y

dyy (1, v) < /

" [X(2) = (X(2) + hY (2))]* dP(2) = h*[|Y'||£.

Luego,

Br — <DMU(M;LX(Z))7 Y(2))l SAY(2)| (MY (2) + s[|Y]lp) € Lp.
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Vinculo
[e]e]ele] lele]

Una implicancia (3/3)

Si notamos p = Ley(X) y v = Ley(X + hY), el plano (X, X + LY )#P
pertenece a I'(u,v), y

dyy(p,v) < /eP X (2) = (X(2) + hY (2))]* dP(2) = B[ Y[|f.
Luego,

Br — <DMU(M;LX(Z))7 Y(2))l SAY(2)| (MY (2) + s[|Y]lp) € Lp.

Entonces podemos pasar al limite y

. U(X+hY
I /E /A (D X (). (2)) dAE(:)
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Vinculo
[e]e]ele] lele]

Una implicancia (3/3)

Si notamos p = Ley(X) y v = Ley(X + hY), el plano (X, X + LY )#P
pertenece a I'(u,v), y

dyy(p,v) < /eP X (2) = (X(2) + hY (2))]* dP(2) = B[ Y[|f.
Luego,

Br — <DMU(M;LX(Z))7 Y(2))l SAY(2)| (MY (2) + s[|Y]lp) € Lp.

Entonces podemos pasar al limite y

X hY
TGS / / Dy (wo, X (2)), Y (2)) dAdP(2)
h™\O 2€E JA=0
llu(luﬂ )OX Y>
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Vinculo
0000080

|deas de la otra

Asumamos que u es L-diferenciable con 0,u Lipschitz, y sea 1 = Ley(X).
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Vinculo
0000080

|deas de la otra

Asumamos que u es L-diferenciable con 0,u Lipschitz, y sea 1 = Ley(X).
e Parac >0eY ~N(0,1) indep. de X, 1. == Ley(X +€Y) = mcLeb.
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Vinculo
0000080

|deas de la otra

Asumamos que u es L-diferenciable con 0,u Lipschitz, y sea 1 = Ley(X).
e Parac >0eY ~N(0,1) indep. de X, 1. == Ley(X +€Y) = mcLeb.

e Sea b € C1(Q;TQ) suave con divergencia cero, y Z¢ solucién de

d b
G4 =2, Ley(Z) = ZitP = e
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Vinculo
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|deas de la otra

Asumamos que u es L-diferenciable con 0,u Lipschitz, y sea 1 = Ley(X).
e Parac >0eY ~N(0,1) indep. de X, 1. == Ley(X +€Y) = mcLeb.

e Sea b € C1(Q;TQ) suave con divergencia cero, y Z¢ solucién de

d b
G4 =2, Ley(Z) = ZitP = e

Entonces p(t) = Z;#P = p. (nada trivial). Luego

e\ __ €
o 1 U(Z5) —U(Z5)
t\0 t
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Vinculo
0000080

|deas de la otra

Asumamos que u es L-diferenciable con 0,u Lipschitz, y sea 1 = Ley(X).
e Parac >0eY ~N(0,1) indep. de X, 1. == Ley(X +€Y) = mcLeb.
e Sea b € C1(Q;TQ) suave con divergencia cero, y Z¢ solucién de

d b
G4 =2, Ley(Z) = ZitP = e

Entonces p(t) = Z;#P = p. (nada trivial). Luego
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Asumamos que u es L-diferenciable con 0,u Lipschitz, y sea 1 = Ley(X).
e Parac >0eY ~N(0,1) indep. de X, 1. == Ley(X +€Y) = mcLeb.

e Sea b € C1(Q;TQ) suave con divergencia cero, y Z¢ solucién de

d b
G4 =2, Ley(Z) = ZitP = e

Entonces p(t) = Z;#P = p. (nada trivial). Luego

e\ __ €
o 1 U(Z5) —U(Z5)
t\0 t

= (Ouuliue, 25), Z5) = (Ouuliue, ). B)
P

Leb

Asi el campo x +— O,u(pe, ) es el gradiente de una aplicacion p..

e Usando la regla de la cadena por la L-derivada con buenas elecciones
de lifts, podemos concluir (montones de detalles).
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Con esta definicién intrinsica, se pueden estudiar funciones suaves de
medidas. Sin embargo, queriamos definir sub y superdiferenciales.
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Esta parte
e definicién de la derivada lineal y natural
e bajo condiciones de suavidad, igualdad con el L-gradiente
Con esta definicién intrinsica, se pueden estudiar funciones suaves de
medidas. Sin embargo, queriamos definir sub y superdiferenciales.
El préximo capitulo
e definicién del espacio tangente regular

e el "gradiente de Wasserstein" de Ambrosio-Gangbo
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