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Introduccién y notaciones

Notamos 2 = R?, 225(Q) las medidas de probabilidades con segundo
momento finito y dyy(+,-) la distancia de Kantorovitch-Rubinstein por
p = 2, llamada distancia de Wasserstein en la literatura.
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Introduccién y notaciones

Notamos 2 = R?, 225(Q) las medidas de probabilidades con segundo
momento finito y dyy(+,-) la distancia de Kantorovitch-Rubinstein por
p = 2, llamada distancia de Wasserstein en la literatura.

La altima vez, vimos una definicién de gradiente con distribuciones.

e Resultados muy poderosos, interpretacion de ecuaciones como flujos
de gradiente de entropias o energias

e Dificil de manipular.

En este capitulo, vamos a descubrir la mas conocida de todas las
definiciones en el espacio de Wasserstein.
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Representacién de medidas con varias aleatorias
(o] Jelele]

El teorema fundamental de la simulacién

Sea £ una o—algebray P: £ — R una medida.

Def 1 Decimos que A € £ es un atomo de P si p(A) > 0y para
cualquier B € £ tal que B C A, tenemos u(B) € {0, u(A)}.
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El teorema fundamental de la simulacién

Sea £ una o—algebray P: £ — R una medida.

Def 1 Decimos que A € £ es un atomo de P si p(A) > 0y para
cualquier B € £ tal que B C A, tenemos u(B) € {0, u(A)}.

Teorema fundamental de la simulacién ([BL94, Theorem A.3.1]
0[CD18, Lema 5.29]) Sea (E,&,P) un espacio medido sin dtomo.

Para toda 1 € P5(12), existe una variable aleatoria X € L(E;Q)
de ley p, i.e.

p=X#P, esdecir pu(0)=P(X 10)) VO C Q medible.
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(o] Jelele]

El teorema fundamental de la simulacién

Sea £ una o—algebray P: £ — R una medida.

Def 1 Decimos que A € £ es un atomo de P si p(A) > 0y para
cualquier B € £ tal que B C A, tenemos u(B) € {0, u(A)}.

Teorema fundamental de la simulacién ([BL94, Theorem A.3.1]
0[CD18, Lema 5.29]) Sea (E,&,P) un espacio medido sin dtomo.

Para toda 1 € P5(12), existe una variable aleatoria X € L(E;Q)
de ley p, i.e.

p=X#P, esdecir pu(0)=P(X 10)) VO C Q medible.

Remark Si E = [0, 1] con borelianos y P = 4y, no puede levantar p # .
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Representacién de medidas con varias aleatorias
[e]e] Tele]

Ejemplos

Consideramos E = [0, 1] con la o—algebra de Lebesgue, y P = Ly ;.
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Ejemplos

Consideramos E = [0, 1] con la o—algebra de Lebesgue, y P = Ly ;.
e Si uw=7dg € 92(9),
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Ejemplos

Consideramos E = [0, 1] con la o—algebra de Lebesgue, y P = Ly ;.
e Sip =06y € P(Q), podemos elegir cada X : [0,1] — R? L—casi
siempre igual a 0.
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e SiQ=Ryu=pLg con p >0, podemos elegir
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[e]e] Tele]

Ejemplos

Consideramos E = [0, 1] con la o—algebra de Lebesgue, y P = Ly ;.
e Sip =06y € P(Q), podemos elegir cada X : [0,1] — R? L—casi
siempre igual a 0.
e Sipu= %51 + %5_1, podemos elegir X : [0,1] — R con

X(s) = 11{521/2} - ]I{s<1/2}-

e SiQ=Ryu=pLg con p >0, podemos elegir
X(s) = Fl(s), F :R — [0,1] dado por F(r) = pu (] — oo,7]).

e Si ®: E — F deja P invariante, Ley(X) = Ley(X o ®).
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Representacién de medidas con varias aleatorias
[e]e] Tele]

Ejemplos

Consideramos E = [0, 1] con la o—algebra de Lebesgue, y P = Ly ;.
e Sip =06y € P(Q), podemos elegir cada X : [0,1] — R? L—casi
siempre igual a 0.
e Sipu= %51 + %5_1, podemos elegir X : [0,1] — R con

X(s) = 11{321/2} - ]I{s<1/2}-

e SiQ=Ryu=pLg con p >0, podemos elegir
X(s) = Fl(s), F :R — [0,1] dado por F(r) = pu (] — oo,7]).

e Si ®: E — F deja P invariante, Ley(X) = Ley(X o ®).

[ iNo hay unicidad! ]

Averil Prost El D en EDP (2/6) 5/14



Representacién de medidas con varias aleatorias
[e]e]e] o]

La L-diferenciabilidad

Def 2 El lift de u : #2(2) — R es la funcién

U:Li(E;Q) =R,  UX):=u(ley(X)).
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La L-diferenciabilidad

Def 2 El lift de u : #2(2) — R es la funcién
U:Li(E;Q) =R,  UX):=u(ley(X)).

Notamos que U es constante en cada conjunto Ley ™ (p).
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Representacién de medidas con varias aleatorias
00080

La L-diferenciabilidad

Def 2 El lift de u : #2(2) — R es la funcién
U:Li(E;Q) =R,  UX):=u(ley(X)).
Notamos que U es constante en cada conjunto Ley ™ (p).

Def 3 Decimos que u es L-diferenciable en 1 € 975(Q)) si existe

X € Ley (p) tal que el lift U sea Fréchet-diferenciable en X en el
espacio L3(E;Q),
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Representacién de medidas con varias aleatorias
00080

La L-diferenciabilidad

Def 2 El lift de u : #2(2) — R es la funcién

U:Li(E;Q) =R,  UX):=u(ley(X)).

Notamos que U es constante en cada conjunto Ley ™ (p).

Def 3 Decimos que u es L-diferenciable en 1 € 975(Q)) si existe
X € Ley (p) tal que el lift U sea Fréchet-diferenciable en X en el
espacio L3(E; ), es decir, existe VxU € (L2) ~ LZ(E;TQ) tal
que para cada H € C1([0,1]; L3),

UX + H,) -U(X)

Y V| = (VxU.H) -

P
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Representacién de medidas con varias aleatorias
0000e

Ejemplo

Consideramos £ € CH((;R) y u(p) = [, o O(x)du(z).
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Ejemplo

Consideramos ¢ € CH((;R) y u(p) = [, o ((x)du(z). Su lift es

U(X) = u (X#P) = / U(X (2))dP(2).

zeE
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Ejemplo

Consideramos ¢ € CH((;R) y u(p) = [, o ((x)du(z). Su lift es

U(X) = u (X#P) = / U(X (2))dP(2).

zeE

Luego, para cada H € C! ([0,1]; L2(E;€2)) con Hy =0,

dP(z)

S

UX +H,) -U(X) / (X (2) + Hs(2)) — 6(X(2))

S
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U(X) = u (X#P) = / U(X (2))dP(2).

zeE

Luego, para cada H € C! ([0,1]; L2(E;€2)) con Hy =0,

UX +H,) -U(X) / (X (2) + Hs(2)) — 6(X(2))
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Representacién de medidas con varias aleatorias
0000e

Ejemplo

Consideramos ¢ € CH((;R) y u(p) = [, o ((x)du(z). Su lift es

U(X) = u (X#P) = / U(X (2))dP(2).

zeE

Luego, para cada H € C! ([0,1]; L2(E;€2)) con Hy =0,

UX +H,) -U(X) / (X (2) + Hs(2)) — 6(X(2))

. = . dP(z)

O e (Vx(ts Ho(2)) dP(2).

Entonces VxU es la variable z — Vx(;)f, que pertenece a Li(E;TQ).
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Propriedades
0e00000

Coherencia

En la Def 3, es suficiente que existe X € Ley (1) t.q. U sea dif. en X.
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En la Def 3, es suficiente que existe X € Ley (1) t.q. U sea dif. en X.

[CD18, Proposicién 5.24] Si existe X € Ley !(u) tal que U
sea diferenciable en X, entonces para todos Y € Ley !(u), U es
diferenciable en Y.
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En la Def 3, es suficiente que existe X € Ley (1) t.q. U sea dif. en X.

[CD18, Proposicién 5.24] Si existe X € Ley !(u) tal que U
sea diferenciable en X, entonces para todos Y € Ley !(u), U es
diferenciable en Y.

Necesitamos la siguiente reciproca parcial de 7#P =P — X ~ Xor.

[CD18, Lema 5.23] Sean X,Y € L3(E;Q) de misma ley.
Entonces para todo ¢ > 0, existe dos aplicaciones medibles 7., 7!
E — F tal que P sea invariante para 7. y 75_1, y

> -1 -1 ,
P-VzeFE, TeoT, =T, oT. =1id,
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Coherencia

En la Def 3, es suficiente que existe X € Ley (1) t.q. U sea dif. en X.

[CD18, Proposicién 5.24] Si existe X € Ley !(u) tal que U
sea diferenciable en X, entonces para todos Y € Ley !(u), U es
diferenciable en Y.

Necesitamos la siguiente reciproca parcial de 7#P =P — X ~ Xor.

[CD18, Lema 5.23] Sean X,Y € L3(E;Q) de misma ley.
Entonces para todo ¢ > 0, existe dos aplicaciones medibles 7., 7!
E — F tal que P sea invariante para 7. y 76_1, y

]P’—QZGE, 7'507'6_1:7'5107'5:2'(1, I X —Yor|<e.
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Propriedades
[e]e] lelelele]

Sketch de la demostracién

Asumamos que U es Fréchet-diferenciable en X € L(E;Q), y sea
Y € Ley !(Ley(X)).
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Sketch de la demostracién

Asumamos que U es Fréchet-diferenciable en X € L(E;Q), y sea

Y € Ley !(Ley(X)). Para cada £ > 0, sean 7., 7! del lema precedente.
Para cada H € C'([0,1]; L2) con Hy = 0, tenemos

UY+H;)=UX+Yor.+Hso7.—X)
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Sketch de la demostracién

Asumamos que U es Fréchet-diferenciable en X € L(E;Q), y sea
Y € Ley !(Ley(X)). Para cada £ > 0, sean 7., 7!

— del lema precedente.
Para cada H € C'([0,1]; L2) con Hy = 0, tenemos
U(Y + Hy) =U(X+Y ot + Hyor —X)

=U(X)+(VxUYor.+Hsor. — X)+o(|pll)

donde p=Y o7, + H o0 7. — X y usamos ambas propriedades de 7., 7!
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Y € Ley !(Ley(X)). Para cada £ > 0, sean 7., 7! del lema precedente.
Para cada H € C'([0,1]; L2) con Hy = 0, tenemos

U(Y + Hy)

UX+Yor.+Hsor. —X)
=U(X)+(VxUYor.+Hsor. — X)+o(|pll)

=U®Y)+(VxUor ' Hy)+O(e) + o (| Hs|),

donde p =Y o7. + Hs o 7. — X y usamos ambas propriedades de 7., 7.1
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[e]e] lelelele]

Sketch de la demostracién

Asumamos que U es Fréchet-diferenciable en X € L(E;Q), y sea

Y € Ley !(Ley(X)). Para cada £ > 0, sean 7., 7! del lema precedente.

Para cada H € C'([0,1]; L2) con Hy = 0, tenemos

UY +H)=UX+Yor.+ Hyor.—X)
=U(X)+(VxUYor.+Hsor. — X)+o(|pll)

=U®Y)+(VxUor ', Hy)+O(c) +o(||H|),

donde p=Y o7, + H 0 7. — X y usamos ambas propriedades de 7., 7.}

Es posible probar que VxU o 7! @ Z tal que (X, VxU) ~ (Y, Z).
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Propriedades
[e]e] lelelele]

Sketch de la demostracién

Asumamos que U es Fréchet-diferenciable en X € L(E;Q), y sea
Y € Ley !(Ley(X)). Para cada £ > 0, sean 7., 7! del lema precedente.

£

Para cada H € C'([0,1]; L2) con Hy = 0, tenemos

U(Y + Hy)

UX+Y or + Hyor. —X)
=UX)+(VxUYor.+Hsor.— X)+o(|lpl])
=U(Y) +(VxUor ', Hy) + O(e) +o (| Hl).

donde p =Y o7. + Hs o 7. — X y usamos ambas propriedades de 7., 7. 1.

Es posible probar que VxU o 7! 5—\6 Z tal que (X, VxU) ~ (Y, Z).

Pasando al limite en ¢ \, 0, luego en s\, 0, encontramos

. UY+H(s)-U(®Y) :
ll\r‘% s - <Z’H(0)>'
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Propriedades
[e]e]e] Jelele]

Estructura del lift

Estructura Sea u : Z5(2) — R L-diferenciable en © € Z»(Q).

Averil Prost El D en EDP (2/6) 11/14



Propriedades
[e]e]e] Jelele]

Estructura del lift

Estructura Sea u : Z5(2) — R L-diferenciable en © € Z»(Q).
Existe una aplicacién ¢ € L2 (Q; T9) tal que

VX € Ley (), VxU =¢o0X.
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Existe una aplicacién ¢ € L2 (Q; T9) tal que
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Def 4 Llamamos ¢ la L-derivada de u en 1, denotada por d,u.

Averil Prost El D en EDP (2/6) 11/14



Propriedades
[e]e]e] Jelele]

Estructura del lift

Estructura Sea u : Z5(2) — R L-diferenciable en © € Z»(Q).
Existe una aplicacién ¢ € L2 (Q; T9) tal que

VX € Ley (), VxU =¢o0X.

Def 4 Llamamos ¢ la L-derivada de u en 1, denotada por d,u.

Esa idea aparece en las famosas conferencias de P.L. Lions
[Lio06], transcritas en inglés por P. Cardaliaguet [Car13]. Nocién

E muy popular para estudiar juegos de campo medio o ecuaciones
de HJ ([CCD15, PW17, PW18, BY19, CGK™22, MZ22]).
También existen derivadas de orden mas alto [Sal23].
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Propriedades
[e]e]e]e] Tele]

Definicién global

El elemento & = J,u pertenece a Li(Q;TQ), y &(x) tiene sentido sélo si
X € Suppi.
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[e]e]e]e] Tele]

Definicién global

El elemento & = J,u pertenece a Li(Q;TQ), y &(x) tiene sentido sélo si

x € suppp. Sin embargo, en caso que u sea mas suave, se puede definir
Oyu(x) globalmente de manera natural.

Completamente C'  Supongamos que u : () — R es
globalmente L-diferenciable, que cada J,u es continua en suppp,
y que para todos M C P5(Q2) y @ € [, Suppi, la funcién

M > p— dyu(x) € TQ

es continua.
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Oyu(x) globalmente de manera natural.

Completamente C'  Supongamos que u : () — R es
globalmente L-diferenciable, que cada J,u es continua en suppp,
y que para todos M C P5(Q2) y @ € [, Suppi, la funcién
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Propriedades
[e]e]e]e] Tele]

Definicién global

El elemento & = J,u pertenece a Li(Q;TQ), y &(x) tiene sentido sé!o si
x € suppp. Sin embargo, en caso que u sea mas suave, se puede definir
Oyu(x) globalmente de manera natural.

Completamente C'  Supongamos que u : () — R es
globalmente L-diferenciable, que cada J,u es continua en suppp,
y que para todos M C P5(Q2) y @ € [, Suppi, la funcién

M > p— dyu(x) € TQ

es continua. Entonces existe un representante globalmente continuo
de (p,x) — Jyu(x).

Por ejemplo, es el caso de u(u) = (¢, u), donde (p, x) — Oyu(x) = VL.
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Propriedades
00000e0

Regla de la cadena

Asumamos que el lift U es de clase C?.
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Regla de la cadena

Asumamos que el lift U es de clase C2. Entonces, para todos
(X,Y) € LE(E;Q),

1
UY)-U(X) = / ., (D—ryx 4y U, Y — X) dr.
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Propriedades
00000e0

Regla de la cadena
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(X,Y) € LE(E;Q),

1
UY)-U(X) = / ., (D—ryx 4y U, Y — X) dr.

Para todos 7 € [0, 1], notamos i = Ley ((1 —7)X + 7Y). Entonces

u(pr) — ulpo) = [1—y (Op,uo (1 —7)X +7Y),Y — X) dr.
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Regla de la cadena

Asumamos que el lift U es de clase C2. Entonces, para todos
(X,Y) € LE(E;Q),

1
UY)-U(X) = / ., (D—ryx 4y U, Y — X) dr.

Para todos 7 € [0, 1], notamos i = Ley ((1 —7)X + 7Y). Entonces

u(p) — u(po) = [y (Quuo (1 —7)X +7Y),Y — X) dr.

T

Remark 1 Aqui, 7 — pu, depende de la ley conjunta de X y Y. Las
trayectorias 7 — (i corresponden a los 7 +— ((1 — 7)m, + 7m,) #n para
n € I'(i,v): no solamente a lo largo de las geodésicas.
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Continuara

Esta parte
e vinculos entre medidas y variables aleatorias

o definicién del lift de Lions
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e vinculos entre medidas y variables aleatorias

o definicién del lift de Lions

La definicién con el lift es practica y muy utilizada. Sin embargo, se podria
esperar una definicién mas natural, sin recurso a un espacio externo.
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La préxima parte

e otra definicion del gradiente de funciones suaves
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Continuara

Esta parte
e vinculos entre medidas y variables aleatorias

e definicién del lift de Lions
La definicién con el lift es practica y muy utilizada. Sin embargo, se podria
esperar una definicién mas natural, sin recurso a un espacio externo.
La préxima parte

e otra definicion del gradiente de funciones suaves

e vinculos entre los dos
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