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Estrategias para derivacién en espacios de medidas - Capitulo 1
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Introduccién y notaciones

Sea Q = R?. Notamos Z () las medidas de probabilidad, y

Py(Q) = {u e 2(Q) ' /xeﬂ (2, 0)du(z) < oo}.
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Introduccién y notaciones

Sea Q = R?. Notamos Z () las medidas de probabilidad, y
PH(Q) = {,u e 2(Q) ' / d?(z,0)du(x) < oo}.
e

Para pi,v € P, sea I'(u,v) = {n € P(D?) | mat#tn = p, my#n=v}.
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Introduccién y notaciones

Sea Q = R?. Notamos Z () las medidas de probabilidad, y
PH(Q) = {,u e 2(Q) ‘ / d?(z,0)du(x) < oo}.
e
Para i, v € Py, sea I'(p,v) = {n € P(Q?) | mo#tn = p, my#n =v}.

Def 1 — Distancia de Wasserstein Notamos

) = i / e )
ne€L(p,v) J (z,y)en?

Llamamos (22(92), dyy) el espacio de Wasserstein.
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Motivacion y plano general

Dado u : Z»(2) = R, jCémo se puede definir V,u?
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Motivacion y plano general

Dado u : Z»(2) = R, jCémo se puede definir V,u?

Objetivo: dar sentido a ecuaciones diferenciales como (por ejemplo)

— Ou(t, p) + H(p, Vyu(t,p) =0, u(T,p) = g(p)- (1)
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Motivacion y plano general

Dado u : Z»(2) = R, jCémo se puede definir V,u?

Objetivo: dar sentido a ecuaciones diferenciales como (por ejemplo)

— Ou(t, p) + H(p, Vyu(t,p) =0, u(T,p) = g(p)- (1)

Plano Revisién de la literatura. Vamos del "mas suave" al "menos suave".

e Capitulo 1 Definicién con distribucién

Capitulo 2 (dos partes) La idea de Lions: levantamiento/lift

Capitulo 3 (dos partes) Sub y superdiferenciales

Capitulo 4 El caso métrico
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Motivacion y plano general

Dado u : Z»(2) = R, jCémo se puede definir V,u?

Objetivo: dar sentido a ecuaciones diferenciales como (por ejemplo)

— Ou(t, p) + H(p, Vyu(t,p) =0, u(T,p) = g(p)- (1)

Plano Revisién de la literatura. Vamos del "mas suave" al "menos suave".

e Capitulo 1 Definicién con distribucién

Capitulo 2 (dos partes) La idea de Lions: levantamiento/lift
Capitulo 3 (dos partes) Sub y superdiferenciales

Capitulo 4 El caso métrico
A Vocabulario y notaciones pueden ser diferentes de la literatura. A

Averil Prost El D en EDP (1/6) 3/16



Mover en Wasserstein
@0000

Table of Contents

Mover en Wasserstein

Averil Prost El D en EDP (1/6) 4/16



Mover en Wasserstein
(o] Jelele]

Ecuacién de continuidad

Def 2 Una curva (yt);c(0,7] €s absolutamente continua si
t
Ime LN0,T) tq. dw(us,pus) < / m(r)dr V0<s<t<T.

T=s
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Ecuacién de continuidad

Def 2 Una curva (yt);c(0,7] €s absolutamente continua si
t
Ime LN0,T) tq. dw(us,pus) < / m(r)dr V0<s<t<T.

Para b: R? — TR? un campo vectorial y v € £5(Q), consideramos

Orpy + div (,utb) =0 t E]O,T[, Mo = V. (2)
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Mover en Wasserstein
00000

Ecuacién de continuidad

Def 2 Una curva (yt);c(0,7] €s absolutamente continua si
t
Im e LY0,T) t.q. dw(u,ps) < / m(r)dr V0<s<t<T.

Para b : R? — TR? un campo vectorial y v € 925(Q), consideramos

Orpy + div (,U,tb) =0 t E]O,T[, Mo = V. (2)

Def 3 La curva (pt)ico,r) €s una solucién de (2) si es
absolutamente continua, pp = v, y para todos ¢ € C2°(]0, T[x; R),

/ _, 0u9(t:2) + (Vaplt,2),b(@)) dpfa) = 0 Vte0,T).
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Mover en Wasserstein
[e]e] Tele]

Interpretacion en un caso suave

Supongamos que b € C1(R%; TRY), y que p; = p(t,-)L, donde L es la
medida de Lebesgue y p € C1([0,T] x Q).
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Mover en Wasserstein
[e]e] Tele]

Interpretacion en un caso suave

Supongamos que b € C1(R%; TRY), y que p; = p(t,-)L, donde L es la
medida de Lebesgue y p € C1([0,T] x ). Luego

0= / Brplt, 2) + (Vaiplt, 2),b(x))] plt, 2)dt da
(t,)€[0,T]x
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Mover en Wasserstein
[e]e] Tele]

Interpretacion en un caso suave

Supongamos que b € C1(R%; TRY), y que p; = p(t,-)L, donde L es la
medida de Lebesgue y p € C1([0,T] x ). Luego

0= / Brplt, 2) + (Vaiplt, 2),b(x))] plt, 2)dt da
(t,)€[0,T]x

_ / —o(t,x) [Bup(t, x) + div (p(t, 2)b(z))] dt da.
(t,2)€[0,T]x 02
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Mover en Wasserstein
[e]e] Tele]

Interpretacion en un caso suave

Supongamos que b € C1(R%; TRY), y que p; = p(t,-)L, donde L es la
medida de Lebesgue y p € C1([0,T] x ). Luego

0= / Brplt, 2) + (Vaiplt, 2),b(x))] plt, 2)dt da
(t,)€[0,T]x

_ / —o(t,x) [Bup(t, x) + div (p(t, 2)b(z))] dt da.
(t,2)€[0,T]x 02

Entonces la funcién p satisface

diplt, x) = —div (p(t,2)b(x)) = — (Vp(t, 2),b(x)) — pla) div (5) (x). (3)

Averil Prost El D en EDP (1/6) 6/16



Mover en Wasserstein
[e]e] Tele]

Interpretacion en un caso suave

Supongamos que b € C1(R%; TRY), y que p; = p(t,-)L, donde L es la
medida de Lebesgue y p € C1([0,T] x ). Luego

0| Ouplt,) + (Tasp(t, 2), b(w)] p(t, 2)dt d
(t,2)€[0,T] xQ
_ / —olt, 2) [Buplt, ) + div (p(t, 2)b(x))] dt da.
(t,2)€[0,T] xQ
Entonces la funcién p satisface

diplt, x) = —div (p(t,2)b(x)) = — (Vp(t, 2),b(x)) — pla) div (5) (x). (3)

Remark — Cuidado  (3) es una perturbacién de la ecuacién de transporte.
Si div(b) = 0 (velocidad de flujo incompresible), transporte. En el caso
importante b = V1), la perturbacion se vuelve —pAa).
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Mover en Wasserstein
[e]e]e] o]

Teorema de Cauchy en Wasserstein

Problema bien definido  Supongamos que b : R — TR? es
Lipschitz y acotado. Existe una tnica solucién de (2), dada por

So(z) = =z,

ur = Si#v, donde S;:Q — Q satisface
e ! 4.3, (x) = b(Sy())-
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Teorema de Cauchy en Wasserstein

Problema bien definido  Supongamos que b : R — TR? es
Lipschitz y acotado. Existe una tnica solucién de (2), dada por

) So(z) =z

we = Si#tv, donde S;: Q) — Q satisface J (2) ’
B 55t(x) = b(S¢(x)).
L — J
=~ = X
- B N\ > —
) > . S@a@ = i
T . S - o - = = e
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Mover en Wasserstein
[e]e]e] o]

Teorema de Cauchy en Wasserstein

Problema bien definido  Supongamos que b : R — TR? es
Lipschitz y acotado. Existe una tnica solucién de (2), dada por

So(z) = =z,

ur = Si#v, donde S;:Q — Q satisface
e ! 4.3, (x) = b(Sy(x)).
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Manera de mover sin dividir masa. Generalizaciones con campos continuos
[AGS05], imagen en medidas [Pic19], inclusiones [BF21] (ver con Ernesto).

Averil Prost El D en EDP (1/6) 7/16



Mover en Wasserstein
0000e

Aproximacion

Supongamos que b es [b]-Lipschitz y |b|, —acotado.
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Mover en Wasserstein
0000e

Aproximacion

Supongamos que b es [b]-Lipschitz y |b]  —acotado. Luego

|St(2) — (2 + tb(z))] < /:0 [b(Sr(2)) — bx)| dr
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Mover en Wasserstein
0000e

Aproximacion

Supongamos que b es [b]-Lipschitz y |b]  —acotado. Luego
t

|S¢(x) — (2 + tb(z))| </ [b(Sr(2)) — bx)| dr

7=0
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Mover en Wasserstein
0000e

Aproximacion

Supongamos que b es [b]-Lipschitz y |b]  —acotado. Luego

1Si(x) — (z +tb(x))] < /:0 b(S7(x)) — b(x)| dr
< [b] /:0 |S-(x) — z|dr < m|2b|°°t2.

En consecuencia, la curva t — iy :== (id + tb)#v satisface

e ) \/ 1810~ @ banPaute) < PP
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Mover en Wasserstein
0000e

Aproximacion

Supongamos que b es [b]-Lipschitz y |b]  —acotado. Luego

1Si(x) — (z +tb(x))] < /:0 b(S7(x)) — b(x)| dr
< [b] /:0 |S-(x) — z|dr < m|2b|°°t2.

En consecuencia, la curva t — iy :== (id + tb)#v satisface

e ) \/ 1810~ @ banPaute) < PP

Remark 1 La curva ji; tiene el papel de linealizacion de ¢t — py.
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Medir las variaciones
[ le]e}
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Medir las variaciones
oeo

Una definicién con distribuciones

Para cada p € D(Q) := C°(R%; R), notamos (11;")ep0,5 la solucion de

Oy + div (1 Vp) =0, o = V.
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Medir las variaciones
oeo

Una definicién con distribuciones

Para cada p € D(Q) := C°(R%; R), notamos (11;")ep0,5 la solucion de

Oy + div (1 Vp) =0, o = V.

Def 4 Una aplicacién u : &5(2) — R tiene una derivada en el
sentido de distribuciones si existe grad,u € D'(Q) tal que

o W) — u(w)

BNO h = <graduu’p>’D’,'D vp € D(Q)
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Medir las variaciones
oeo

Una definicién con distribuciones

Para cada p € D(Q) = C°(R% R), notamos (44;7),e(0,4] la solucién de

Oy + div (1 Vp) =0, o = V.

Def 4 Una aplicacién u : &5(2) — R tiene una derivada en el
sentido de distribuciones si existe grad,u € D'(Q) tal que

o 27) = ()

BNO h = <gradyu7p>’D’,D vp € D(Q)

Formulacién que tiene origenes en el "calculo de Otto" [Ott01].
E A Seguimos la interpretacion de [Vil09], pero F. Otto introdujé
una estructura riemanniana formal (ver [ABS21, Lect. 18]). A
Def 4 es usada en [FK09, FN12] para estudiar ecuaciones de HJ.
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Medir las variaciones
[efe] ]

Ejemplo: aplicacién lineal

Sea £ € C2°(RY), y notamos u(u) == [, _q, {(x)dp(z).
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Medir las variaciones
[efe] ]

Ejemplo: aplicacién lineal

Sea £ € C>*(R?), y notamos u(p) = [

x

co {(x)du(r). Para h >0,

dv(z)

u(u?) —u(v) [ £(S() - Ua)
€N h
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Medir las variaciones
[efe] ]

Ejemplo: aplicacién lineal

Sea £ € C>*(R?), y notamos u(p) = [

x

co {(x)du(r). Para h >0,

u(py, )h— u(v) _ /IEQ L (Sh(m)h) — E(:c)dy(x)
c /xeg l(x+ thffx)) — am)dy(x) LhlC,

Averil Prost El D en EDP (1/6) 11/16



Medir las variaciones
[efe] ]

Ejemplo: aplicacién lineal

Sea £ € C>*(R?), y notamos u(p) = [

x

co {(x)du(r). Para h >0,

u(py, )h— u(v) _ /IEQ L (Sh(m)h) — E(:c)dy(x)
c /xeg l(x+ thffx)) — am)dy(x) LhlC,

— Vil,Vp) dv(x).
= [ (Ve V) avie)
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Medir las variaciones
[efe] ]

Ejemplo: aplicacién lineal

Sea £ € C>*(R?), y notamos u(p) = [

x

co {(x)du(r). Para h >0,

u(py, )h— u(v) _ /IEQ L (Sh(m)h) — E(:c)dy(x)
c /xeg l(x+ thffx)) — am)dy(x) LhlC,

— Vil,Vp) dv(x).
= [ (Ve V) avie)

Por definicién de la divergencia,

/ (Ve Vap) do() = — (v (V). oy i) -
e
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Medir las variaciones
[efe] ]

Ejemplo: aplicacién lineal

Sea £ € C>*(R?), y notamos u(p) = [

x

co {(x)du(r). Para h >0,

w(i?) — u(v) £(S1(2) — b(w)
h - = /er h Y dv(z)
c /xeg l(x+ thffx)) — am)dy(x) LhlC,

— Vil,Vp) dv(x).
= [ (Ve V) avie)

Por definicién de la divergencia,

/ (Ve Vap) do() = — (v (V). oy i) -
e

Asi que grad,u = —div (¥V¥).
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Aplicaciones
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Aplicaciones
0@000

Funcién de la densidad

Férmula [Vil09, 15.2]  Consideramos medidas con una densidad
suave pg respecto a la medida de Lebesgue L.
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Férmula [Vil09, 15.2]  Consideramos medidas con una densidad
suave py respecto a la medida de Lebesgue £. Dado U € CZ(R), sea

u(p) = [,eq Ulp(x))dL(x).




Aplicaciones
0@000

Funcién de la densidad

Férmula [Vil09, 15.2]  Consideramos medidas con una densidad
suave py respecto a la medida de Lebesgue £. Dado U € CZ(R), sea

u(p) = [,cqU(p(x))dL(x). Entonces

grad,u = —div (poV[U' o py)) . (5)
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Aplicaciones
0@000

Funcién de la densidad

Férmula [Vil09, 15.2]  Consideramos medidas con una densidad
suave py respecto a la medida de Lebesgue £. Dado U € CZ(R), sea

u(p) = [,cqU(p(x))dL(x). Entonces

grad,u = —div (poV[U' o py)) . (5)

Recordemos que Oip(t,z) = —div (p(t,-)Vp) (segin (3)). Entonces

du(p.?) / d
- L Upha))d
a0 g dhpy” P2
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Aplicaciones
0@000

Funcién de la densidad

Férmula [Vil09, 15.2]  Consideramos medidas con una densidad
suave py respecto a la medida de Lebesgue £. Dado U € CZ(R), sea

u(p) = [,cqU(p(x))dL(x). Entonces

grad,u = —div (poV[U' o py)) . (5)

Recordemos que Oip(t,z) = —div (p(t,-)Vp) (segin (3)). Entonces

du (") / d / ,
= — U(p(h,z))dz = U Onlopd
dh |0 cq dhjh=o (p(h,z))dz . (po) h|0PAT
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Aplicaciones
0@000

Funcién de la densidad

Férmula [Vil09, 15.2]  Consideramos medidas con una densidad
suave py respecto a la medida de Lebesgue £. Dado U € CZ(R), sea

u(p) = [,cqU(p(x))dL(x). Entonces

grad,u = —div (poV[U' o py)) . (5)

Recordemos que Oip(t,z) = —div (p(t,-)Vp) (segin (3)). Entonces

du (") / d / ,
= — U(p(h,z))dz = U Onlopd
dh |0 cq dhjh=o (p(h,z))dz . (po) h|0PAT

_ / U’ (po) div (p0Vop) da
xe)
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Aplicaciones
0@000

Funcién de la densidad

Férmula [Vil09, 15.2]  Consideramos medidas con una densidad
suave py respecto a la medida de Lebesgue £. Dado U € CZ(R), sea

u(p) = [,cqU(p(x))dL(x). Entonces

grad,u = —div (poV[U' o py)) . (5)

Recordemos que Oip(t,z) = —div (p(t,-)Vp) (segin (3)). Entonces

V7p

du(yi?) / d / ,

= —/ U'(po) div (poVup) dz = / {poV[U" o po), Vap) dax
e €
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Aplicaciones
0@000

Funcién de la densidad

Férmula [Vil09, 15.2]  Consideramos medidas con una densidad
suave py respecto a la medida de Lebesgue £. Dado U € CZ(R), sea

u(p) = [,cqU(p(x))dL(x). Entonces

grad,u = —div (poV[U' o py)) . (5)

Recordemos que Oip(t,z) = —div (p(t,-)Vp) (segin (3)). Entonces

V7p

du(yi?) / d / ,

= —/ U'(po) div (poVup) dz = / {poV[U" o po), Vap) dax
e €

= (—div (poV[U' o po)) 7p>D/,D'
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Aplicaciones
[e]e] le]e]

Aplicacién: Ecuacion del calor

Def 5 Notamos U : z — z (In(x) — 1). La entropia es

H(p) = {-f:ceﬂ v (%%(93)) dL(x) : IA:O<< L,
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Aplicacién: Ecuacion del calor

Def 5 Notamos U : z — z (In(x) — 1). La entropia es

H(p) = {-f:ceﬂ v (%%(93)) dL(x) : IA:O<< L,

Tenemos U'(z) = In(z) — 14 1 = In(z). Segtn la férmula (5), si u = pL,
grad H = —div (pV[U’ o p])
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Aplicacién: Ecuacion del calor

Def 5 Notamos U : z — z (In(x) — 1). La entropia es

H(p) = {-f:ceﬂ v (%%(93)) dL(x) : IA:O<< L,

Tenemos U'(z) = In(z) — 14 1 = In(z). Segtn la férmula (5), si u = pL,
grad, H = —div (pV[U’ 0 p]) = —div (pV [Inp])
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Def 5 Notamos U : z — z (In(x) — 1). La entropia es
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Aplicaciones
[e]e] le]e]

Aplicacién: Ecuacion del calor

Def 5 Notamos U : z — z (In(x) — 1). La entropia es

H(p) = {-f:ceﬂ v (%%(93)) dL(x) : IA:O<< L,

Tenemos U'(z) = In(z) — 14 1 = In(z). Segtn la férmula (5), si u = pL,
grad, H = —div (pV[U’ 0 p]) = —div (pV [Inp])

— _div <pp7§)> — _Ap(a).
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Aplicaciones
[e]e] le]e]

Aplicacién: Ecuacion del calor

Def 5 Notamos U : z — z (In(x) — 1). La entropia es

H(p) = {-f:ceﬂ v (%%(93)) dL(x) : IA:O<< L,

Tenemos U'(z) = In(z) — 14 1 = In(z). Segtn la férmula (5), si u = pL,
grad, H = —div (pV[U’ 0 p]) = —div (pV [Inp])

— _div <pp7§)> — _Ap(a).

Entonces 0;p—Ap = 0 se lee como el flujo de gradiente de la entropia

Orp = —grad, . H.
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Aplicaciones
[e]e]e] Jo]

Aplicacién: Ecuacion en medios porosos

xm
m—

Def 6 Seanm #1yU:x— La densidad de energia es

1

) = {fmeQU (%(@) dl(z) sip< L,

+o0o si no.
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Aplicaciones
[e]e]e] Jo]

Aplicacién: Ecuacion en medios porosos

xm
m—

Def 6 Seanm #1yU:x— La densidad de energia es

1

E(p) = {fmeQU (%%(@) dl(z) sip< L,

+o0o si no.

Tenemos U'(z) = -™;2™ 1. Segin la formula (5), si p < £,

grad H = —div (pV[U’ o p])
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Aplicaciones
[e]e]e] Jo]

Aplicacién: Ecuacion en medios porosos

xm
m—

Def 6 Seanm #1yU:x— La densidad de energia es

-
E(p) = {fmeQU (%%(@) dl(z) sip< L,

+o0o si no.

Tenemos U'(z) = -™;2™ 1. Segin la formula (5), si p < £,

grad H = —div (pV[U' 0 p]) = —mﬂz : div (pVp™ 1)
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Def 6 Seanm # 1y U :x+ —. Ladensidad de energia es
E(p) = JoeaU (%%(96)) dL(x) sip < L,
oo si no.

Tenemos U'(z) = -™;2™ 1. Segin la formula (5), si p < £,

grad H = —div (pV[U' 0 p]) = —mﬂz : div (pVp™ 1)

= —mdiv (pm_IVp)
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Aplicacién: Ecuacion en medios porosos

m

Def 6 Seanm # 1y U :x+ —. Ladensidad de energia es
E(p) = JoeaU (%%(96)) dL(x) sip < L,
oo si no.

Tenemos U'(z) = -™;2™ 1. Segin la formula (5), si p < £,
_ mo m—
grad H = —div (pV[U' 0 p]) = —— div (pVp™ 1)

= —mdiv (pm_IVp) = —div (V[p"]) = —-Ap™.

Entonces la ecuacién de los medios porosos d;p — Ap™ = 0 se lee

Orp = —grad €.
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Continuara

Este capitulo
e ecuacién de continuidad
e nuestra primera definicién: distribuciones

e una de las interpretaciones posibles como flujo de gradiente
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e una de las interpretaciones posibles como flujo de gradiente

En las aplicaciones, las distribuciones no son muy practicas. Otras opciones
se desarollan para estudiar soluciones de viscosidad y, sobre todo, juegos de
campo medio.
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Continuara

Este capitulo
e ecuacién de continuidad
e nuestra primera definicién: distribuciones

e una de las interpretaciones posibles como flujo de gradiente

En las aplicaciones, las distribuciones no son muy practicas. Otras opciones
se desarollan para estudiar soluciones de viscosidad y, sobre todo, juegos de
campo medio.
El préximo capitulo

e vinculos entre medidas y variables aleatorias

e definicién del lift de Lions
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